
 

 1  – Généralités 

Activité 1 : Dans les équations suivantes, l’inconnue 𝑦 représente une fonction. Pour chacune d’entre-elles, 

retrouver parmi les fonctions proposées, celle(s) qui vérifie(nt) l’égalité. 

 

𝑦′ = 𝑦  ● 

𝑦′′ = −𝑦  ● 

𝑦′ = 2𝑦  ● 

𝑦′ + 𝑦 = 0 ● 

 

 ● 𝑓(𝑥) = cos⁡(𝑥) 

● 𝑓(𝑥) = sin⁡(𝑥) 

● 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  

● 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 

● 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥+1 

● 𝑓(𝑥) = 2𝑒𝑥  

● 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥 

● 𝑓(𝑥) = sin⁡(𝑥) 

Définition 1 :  Une équation différentielle est une équation dont l’inconnue 𝑦 est une fonction, et dans 

laquelle apparait sa dérivée 𝑦′, et éventuellement ses dérivées successives 𝑦′′, 𝑦′′′, etc.  

Vocabulaire :  

● Une fonction qui vérifie une équation différentielle est une solution de l’équation différentielle. 

● Résoudre une équation différentielle sur un intervalle 𝐼 c’est trouver toutes les fonctions définies sur 𝐼⁡qui 

sont solutions de l’équation différentielle. 

● L’ordre d’une équation différentielle correspond à l’ordre de la dérivée la plus élevée dans l’équation. 

Exemple 1 :  

● L’équation 𝑦′ = 𝑦 est une équation différentielle du premier ordre. La fonction exponentielle 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 

est une solution de cette équation. La fonction 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥+1 est aussi une solution de cette équation. 

● L’équation 𝑦′′ = −𝑦 est une équation différentielle du second ordre (car il y a la dérivée seconde).  

Les fonctions trigonométriques 𝑓(𝑥) = cos⁡(𝑥) et 𝑔(𝑥) = sin⁡(𝑥)  sont des solutions de cette équation.   

Remarque : La solution d’une équation différentielle n’est pas unique : Nous verrons dans la suite du chapitre 

que les deux équations précédentes possèdent en réalité une infinité de solutions. 

Exemple 2 : On considère l’équation différentielle (𝐸): 𝑦′ + 3𝑦 = 6. Vérifier que la fonction définie sur ℝ 

par 𝑓(𝑥) = 5𝑒−3𝑥 + 2 est une solution de l’équation (𝐸). 

On commence par dériver 𝑓 : 𝑓′(𝑥) = 5 × (−3) × 𝑒−3𝑥 = −15𝑒−3𝑥 

On a 𝑓′(𝑥) + 3𝑓(𝑥) = −15𝑒−3𝑥 + 3 × (5𝑒−3𝑥 + 2) = −15𝑒−3𝑥 + 15𝑒−3𝑥 + 6 = 6 

Ainsi, on a bien 𝑓′ = 3𝑓 + 6 et donc 𝑓 est une solution de l’équation (𝐸) 
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 2  – Equations différentielles du premier ordre 

Définition 2 : On appelle équation linéaire du premier ordre une équation différentielle de la forme  

𝑦′ + 𝑎𝑦 = 𝑏 où 𝑎 et 𝑏 sont des nombres réels non nuls tel que 𝑎 ≠ 0  

Remarque : Lorsque 𝑏 = 0, l’équation devient 𝑦′ + 𝑎𝑦 = 0 et on dit que l’équation est homogène. 

Exemple 3 : Les équations différentielles suivantes sont linéaires du premier ordre : 

● 𝑦′ + 3𝑦 = 0 est une équation homogène avec 𝑎 = 3 

● 𝑦′ = 𝑦  est équivalente à 𝑦′ − 𝑦 = 0  et c’est donc une équation homogène avec 𝑎 = −1 

● 2𝑦′ = 5𝑦  est équivalente à 𝑦′ −
5

2
𝑦 = 0  et c’est donc une équation homogène avec 𝑎 = −

5

2
 

● 𝑦′ + 3𝑦 = 6 est une équation non homogène avec 𝑎 = 3 et 𝑏 = 6 

Théorème 1 :  Les solutions de l’équation différentielle 𝑦′ + 𝑎𝑦 = 𝑏 sont les fonctions sont sous la forme : 

𝑓(𝑥) = ⁡𝑘𝑒−𝑎𝑥 +
𝑏

𝑎
 (avec 𝑘 un nombre réel quelconque) 

Explication : Pourquoi cette formule ? 

● Considérons les fonctions de la forme 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑒−𝑎𝑥 (où 𝑘 est un nombre réel)  

Calculons⁡𝑓′(𝑥) + 𝑎𝑓(𝑥) = ⁡−𝑘𝑎𝑒−𝑎𝑥 + 𝑎𝑘𝑒−𝑎𝑥 = 0. 

Ainsi, quel que soit la valeur de 𝑘, 𝑓 est solution de l’équation homogène 𝑦′ + 𝑎𝑦 = 0 

● Pour obtenir les solutions de l’équation 𝑦′ + 𝑎𝑦 = 𝑏 on cherche d’abord une solution particulière :  

Soit la fonction constante 𝑔(𝑥) =
𝑏

𝑎
 : On a 𝑔′(𝑥) + 𝑎𝑔(𝑥) = 0 + 𝑎 × (

𝑏

𝑎
) = 0 + 𝑏 = 𝑏  

Donc 𝑔 est une solution particulière de l’équation 𝑦′ + 𝑎𝑦 = 𝑏 

● La solution générale de l’équation différentielle 𝑦′ + 𝑎𝑦 = 𝑏 s’obtient alors en additionnant la solution 

particulière à la solution de l’équation homogène, d’où la formule. 

Remarque : Dans le cas homogène (𝑏 = 0) on retrouve les fonctions de la forme 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑒−𝑎𝑥. 

Exemple 4 :  

● Les solutions de l’équation 𝑦′ + 3𝑦 = 0 sont les fonctions de la forme 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑒−3𝑥  

● Les solutions de l’équation 𝑦′ + 3𝑦 = 6 sont les fonctions de la forme 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑒−3𝑥 +
6

3
= 𝑘𝑒−3𝑥 + 2  

Théorème 2 :  Soient deux réels 𝑥0 et 𝑦0. Il existe une unique solution 𝑓 sur ℝ de l’équation 𝑦′ + 𝑎𝑦 = 𝑏 

vérifiant la condition initiale 𝑓(𝑥0) = 𝑦0. 

Exemple 5 : Déterminer la solution de l’équation 𝑦′ + 3𝑦 = 6 vérifiant la condition initiale 𝑓(0) = 1 

On sait que les solutions sont les fonctions de la forme 𝑓(𝑥) = 𝑘𝑒−3𝑥 + 2. 

Or 𝑓(0) = 1 donc 𝑘𝑒−3×0 + 2 = 1 donc 𝑘 + 2 = 1 donc 𝑘 = −1 

Finalement, l’unique solution de cette équation vérifiant 𝑓(0) = 1 est la fonction 𝑓(𝑥) = −𝑒−3𝑥 + 2.  
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 3  – Equations différentielles du second ordre 

Dans ce paragraphe, nous allons voir comment résoudre l’équation linéaire de second ordre : 

𝑦′′ +𝜔2⁡𝑦 = 0 où 𝜔 est un nombre réel. 

Activité 1 : On considère la fonction 𝑓(𝑥) = cos(𝜔𝑥) + sin(𝜔𝑥) où 𝜔 est un nombre réel. 

1) Calculer la dérivée seconde de la fonction 𝑓 

On calcule d’abord la dérivée 𝑓′(𝑥) = −𝜔 sin(𝜔𝑥) + 𝜔⁡cos(𝜔𝑥) 

Puis on dérive une deuxième fois : 𝑓′′(𝑥) = −𝜔² cos(𝜔𝑥) − 𝜔2⁡sin(𝜔𝑥) = −𝜔 ²⁡[cos⁡(𝜔𝑥) + sin⁡(𝜔𝑥)] 

2) Que peut-on en déduire ? 

On remarque que 𝑓′′(𝑥) = −𝜔2𝑓(𝑥) et donc que 𝑓′′(𝑥) + 𝜔2𝑓(𝑥) = 0 

On peut donc en déduire que 𝑓 est une solution de l’équation différentielle 𝑦′′ +𝜔2⁡𝑦 = 0. 

Le théorème suivant, nous donne toutes les solutions de cette équation différentielle. 

Théorème 3 :  Les solutions de l’équation différentielle 𝑦′′ + 𝜔²𝑦 = 0 sont les fonctions sont sous la forme : 

𝑓(𝑥) = ⁡𝐴. 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑥) + 𝐵. sin⁡(𝜔𝑥) (où 𝐴 et 𝐵 sont des nombres réels quelconques) 

Remarque :  En utilisant les formules trigonométriques, il est possible de transformer l’écriture des solutions 

de cette équation sous la forme 𝑓(𝑥) = 𝐴. cos⁡(𝜔𝑥 + 𝜑) ou bien sous la forme 𝑓(𝑥) = 𝐵. cos⁡(𝜔𝑥 + 𝜑). 

Exemple 6 : Déterminer les solutions de l’équation différentielle 𝑦′′ + 9𝑦 = 0 

C’est une équation de la forme 𝑦′′ +𝜔2⁡𝑦 = 0 avec 𝜔 = 3. 

Les solutions de cette équation sont les fonctions 𝑓(𝑥) = ⁡𝐴. 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) + 𝐵. sin⁡(3𝑥) avec 𝐴 et 𝐵 des réels. 

Théorème 4 :  L’équation différentielle 𝑦′′ +𝜔²𝑦 = 0 admet une unique solution 𝑓 sur ℝ , vérifiant deux 

conditions initiales données.  

Remarque : En général on a des conditions initiales du type {
𝑓(𝑥0) = 𝑦0
𝑓(𝑥1) = 𝑦1

 ou bien {
𝑓(𝑥0) = 𝑦0
𝑓′(𝑥1) = 𝑦1

 

Exemple 7 : Déterminer la solution de l’équation 𝑦′′ + 9𝑦 = 0 vérifiant les conditions initiales : {
𝑓(0) = 1⁡

𝑓 (
𝜋

2
) = 1

  

On a {
𝐴. 𝑐𝑜𝑠(3 × 0) + 𝐵. sin⁡(3 × 0) = 1

𝐴. 𝑐𝑜𝑠 (3 ×
𝜋

2
) + 𝐵. sin⁡(3 ×

𝜋

2
) = 1

 donc {
𝐴 = 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑐𝑎𝑟 cos(0) = 1⁡𝑒𝑡 sin(0) = 0

𝐵 = 1⁡⁡⁡⁡⁡⁡𝑐𝑎𝑟 cos (
3𝜋

2
) = 0⁡𝑒𝑡⁡ sin (

3𝜋

2
) = 1

  

L’unique solution est donc la fonction 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠(3𝑥) + sin⁡(3𝑥) 

Exemple 8 : Déterminer la solution de l’équation 𝑦′′ + 𝑦 = 0 vérifiant les conditions initiales : {
𝑓(0) = 1⁡

𝑓′(0) = 1
 

C’est une équation de la forme 𝑦′′ +𝜔2⁡𝑦 = 0 avec 𝜔 = 1.  

Donc les solutions de l’équation sont les fonctions 𝑓(𝑥) = ⁡𝐴. 𝑐𝑜𝑠(𝑥) + 𝐵. sin⁡(𝑥) avec 𝐴 et 𝐵 des réels. 

𝑓(0) = 1 ⇒ 𝐴. 𝑐𝑜𝑠(0) + 𝐵. sin(0) = 1 ⇒ 𝐴 = 1.  

𝑓′(𝑥) = ⁡−𝐴. 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝐵. cos⁡(𝑥) donc 𝑓′(0) = 1 ⇒ −𝐴. 𝑠𝑖𝑛(0) + 𝐵. cos⁡0) = 1 ⇒ 𝐵 = 1.  

L’unique solution vérifiant les deux conditions initiales est la fonction 𝑓(𝑥) = ⁡𝑐𝑜𝑠(𝑥) + sin⁡(𝑥)   
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Equation différentielle du premier ordre 

 

 

Equation différentielle du second ordre 
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 Ex 10  QCM 1 (Tiré de divers sujet bac)  

 

 

 

 Ex 11  QCM 2 (Tiré de divers sujet bac)  

 
 

 

 

 

 

 Ex 12  Affirmation (Tiré de divers sujet bac) 

L’affirmation suivante est-elle vraie ou fausse ? Justifier votre réponse. 

 

1. 

2. 

1. 

5. 
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 Ex 13  Résistance Béton (Tiré du bac Antilles-Guyane 2018) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 Ex 14  Fonte GS (Tiré du bac Métropole 2017) 
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 Ex 15  Pression atmosphérique (Tiré du bac Antilles-Guyane 2017) 
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 Ex 16  Simulateur Cardiaque (Tiré du bac Métropole Septembre 2017) 

 

 

 
 

 Ex 17  Macarons (Tiré du bac Nouvelle Calédonie 2017) 
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 Ex 18  Note de musique (Tiré du bac Polynésie 2017) 
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