Fonctions lere Second degré

Fiche F1.1 : Polyndme du Second degré

m — Forme développée

Définition 1 : Soit a, b et c trois nombres réels tel que a # 0. On appelle polyndme du second degré toute

fonction f définie sur R de la forme f(x) = ax? + bx + c.

Exemple 1 : La fonction f définie par f(x) = x? — 4x + 3 est un polynéme du second degré.

Ses coefficientssonta =1,b = —4 etc = 2.

Définition 2 : On appelle discriminant du polynéme f(x) = ax? + bx + ¢ le nombre A = b? — 4ac

Exemple 2 : Le discriminant du polynéme f(x) = x?2 —4x + 3est A= (—4)?—4x1x3=16—-12=14

@ — Forme canonique

Propriété 1 : Soit f(x) = ax? + bx + ¢ un polynéme du second degré. Il existe deux nombres réels a et 8

tel que f puisse s’écrire sous la forme dite canonique f(x) = a(x — a)? + B.

b A
De plus,onaa = —zetﬁ = f(a) = =

Démonstration : Soit f(x) = ax? + bx + ¢ un polynéme du second degré.

. ; : — 2,.b ¢
On factorise para : f(x) = a(x +ox+ a)

o x? + gx est le début d’une identité remarquable A% + 2AB + B? que I'on va faire apparaitre :

2 2
f(x)=a(x2+2x+£)=a<x2+2£x+£)=a x2+2£x+(£) —(b) +<
a a 2a a 2a 2a

2a

a
AZ2+2AB+B? b
e On utilise I'identité remarquable (4 + B)? = A2 + 2AB + B?avecA = xetB = vl
b \? b\% ¢
f@=al(x+3) - () +:
(A+B)?
2
i i , BN £y = . S
e On fait apparaitre a et on développe (Z) fx)=al | x— 2 ppriane
a
* On met les deux fractions au méme dénominateur et on fait apparaitre A :
_ _ 2 —_bz ﬂ _ _ 2 —b2%+4ac _ _ 2 —_A
flx) = a((x a)® + ot 4a2) = a((x a)® + v ) = a((x a) +4a2)
e On developpe le a puis on fait apparaitre 8 : f(x) = a(x — a)? + ;—2 =alx—-a)’+p O
B
Exemple 3 : Mettre sous la forme canonique le polynéme f(x) = x? — 4x + 3
On calcule a = H_s_ 2.
2X1 2
Oncalculeﬁzf(Z)=22—4><2+3=4—8+3=—1oubien,8=—i=—1

4x1
On obtient donc f(x) = (x —2)? — 1
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@ — Forme factorisée

Propriété 2 : Soit f (x) = ax? + bx + c un polynéme du second degré.

e Si A > 0 alors f peut se factoriser sous la forme f(x) = a(x — x;)(x — x,) avec:

—b—VA —b+VA
X, = etx, =
2a 2a
. : b
e Si A = 0 alors f peut se factoriser sous la forme f(x) = a(x — x¢)* avec : x, = %

e Si A < 0 alors il n’y a pas de factorisation possible.

Remargue : On dit que X, x4 et x, sont les racines du polyn6me. Ce sont les valeurs ou la fonction s’annule.

Démonstration : Soit f(x) = ax? + bx + ¢ un polyndme du second degré.

2
- . A
e On peut écrire sous forme canoniquede f : f(x) =a(x —a)’ +f =a (x + %) ~
. b\> A
On factorise para: f(x) = a ((x + Z) — 4—az>
e 1°" cas : A > 0. On peut prendre la racine de A
2 2 2 2
On fait apparaitre I'identité remarquable A> — B: f(x) = a ((x + i) - \/_Az> =a (x + i) - (ﬂ)
2a 4a 2a 2a
A?—pB?
e s A
On utilise I'identité remarquable A2 — B> = (A + B)(A — B) avec A = x + i etB = % :
b VA b VA
f(x)—a x+2—a+z x-l-z—z
A+B A~B
On met sur le méme dénominateur et on fait apparaitre x; et x, :
b+VA b—VA —b—/A —b+VA
f(x)-a((x+ ” )(x+ - ))—a X —— X —— =a(x — x1)(x — x3)
N—— N——
X1 X2
. , b\? —b\?
e 2°Me cas: A = 0. f s’écrit sous la forme f(x) = a (x + z_a) =a (x — Z) = a(x — x¢)?
e 3%me cas : A < 0. Supposons que [ se factorise comme produit de facteur du premier degré.
Dans ce cas la fonction s’annulerait ce qui est impossible car comme A< Oona—-A>0:
flx) = ( +£)2+i = ( +£)2+i donc f(x) # 0
B T 4a? _;?o T 4a? H
>0 >0 %0

Exemple 4 : Factoriser si possible le polynéme f(x) = x> —4x + 3

OnaA =8> 0donc f peut se factoriser sous la forme f(x) = a(x — x1)(x — x3)

—-(-49)—/4 _ 4-2 —(—)+/4 _ 4+2
On calcule x; = —(CH)-Va =—=1.0ncalcule x, = —(=H)+v4 = —=
2x1 2 2x1 2

= 3.
On obtient donc f(x) = (x — 1)(x — 3)
Application : On peut résoudre I'équation x> — 4x + 3 = 0 en utilisant la régle du produit nul :
> —4x+3=0=(x-1Dx-3)=0=x—-1=00ux—3=0=x=1loux=23

Les solutions de I’équation x? — 4x + 3 = 0 sont 1 et 3.
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