Fonctions lére Dérivation locale

Fiche F2.2 : Nombre dérivé

m— Définition du nombre dérivé

On considére une fonction f définie sur un intervalle I

Soit a un nombre réel de I et soit un pas h > 0. On note 7,(h) le taux d’accroissement entrea eta + h :

+h)— +h)—
rq(h) = LEHDI@ _ fas-/(@

Définition 1 : On dit que f est dérivable en a, lorsque le taux d’accroissement 7,(h) tend vers un nombre

réel lorsque h tend vers 0. Ce nombre est appelé nombre dérivé de f en a et est noté f'(a).

Remarque : On note alors f'(a) = }llrré 7,(h).

Exemple 1 : Soit f la fonction carré dont on a tracé ci-dessous une partie de sa courbe représentative.

1) Déterminer graphiquement le taux d’accroissement de f ena =1, 1
4 4

pour un pas de :

1 1
e« h=05:7,(05) = fA+05)-f(1) _ fA5)-f) _ 2.25-1 _ 25 24
0.5 0.5 0.5
2) Déterminer par le calcul 7,(0.1) : " A
2.(0.1) = fA+o.-f(1) _ fAD-f() _ 11°-1° _ 121-1 _ 21 I —
0.1 0.1 0.1 0.1 6] 1 2

3) Montrer que pour un pas h > 0 quelconque, le taux de la fonction carré est donnée par 7,(h) = 2 + h.

_ f@+n)-f() _ (1+h)?-1* _ 12+2h+h?-1 _ 2h+h* _
7,(h) = P = . = . === 2+h
4) Compléter alors le tableau suivant :
h 1 0.5 0.1 0.01 0.001
7,(h) 3 2.5 2.1 2.01 2.001

5) En déduire que la fonction carré est dérivable en 1, et déterminer le nombre dérivée f'(1)
Lorsque h se rapproche de 0, le taux d’accroissement 7, (h) de la fonction carré en 1 se rapproche de 2.

On a donc }lirré 7,(h) = }lirré 2+ h =2+ 0 = 2. Lafonction carré est donc dérivableen 1, et f'(1) = 2.

Propriété 1 : La fonction racine carré n’est pas dérivable en 0.

Démonstration : Soit f(x) = vx

. ) . . _Yo+th—0 _vh _ Y 1
e Soit h > 0. Calculons le taux d’accroissement de f ena = 0:ty(h) = T h T T T
e Le tableau suivant donne I'évolution de 7y (h) en fonction de h
h 1 0.5 0.1 0.01 0.001
7o (h) 1 =~ 141 ~ 3.16 10 =~ 31.62

e Lorsque h se rapproche de 0, 7,(h) devient de plus en plus grand, aussi grand que I'on veut :
Plus h se rapproche de 0, plus VA sera petit et donc plus \/iﬁ sera grand. On a donc }lin(l) To(h) = +oo.
e 7o(h) ne tend pas vers un nombre réel : La fonction racine carré n’est donc pas dérivable en 0.
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@ — Nombre dérivé et tangente

r

Interprétation graphique : Soit f une fonction dérivable en a

f(a+h) <
* On note A le point de la courbe de f d’abscisse a.

* Pour un pas h > 0, soit M le point de la courbe de f d’abscisse a + h.
e La droite (AM) a pour coefficient directeur le taux d’accroissement
entreaeta+ h:t,(h) = w

» Que se passe-t-il lorsque h se rapproche de 0 ? —

e Le point M se rapproche de 4, et la droite (AM) se rapproche d’une
« position limite » appelée tangente a la courbe de f en a, et notée T,.
¢ La pente de cette tangente est donc « la valeur limite » de la pente
de la droite (AM), c’est-a-dire de 7,(h), quand h tend vers 0.

e Mais, par définition, cette valeur limite de 7,(h) est égal a f'(a) —

(=)

PentedeT, = }lirr(l) Pente de (AM) = }ling) To(h) =f'(a)

Définition 2 : On appelle tangente a la courbe de f en a et on note T,

la position limite de la droite (AM) lorsque h tend vers 0.

Remarque : La tangente T, est la droite qui passe au plus prés de la

courbe de f autour de a : Elle « frole » la courbe et la « touche » en A.

Propriété 2 : Lorsque f est dérivable en a, f'(a) est égal au coefficient

directeur de la tangente T,

Exemple 2 : Soit f la fonction carré (Fig 4). Déterminer graphiquement

f'(1) = coefficient directeur de T; = 2.

Remarque : La fonction racine carré (Fig 5) n’est pas dérivable en 0.

Sa tangente T, est verticale (donc elle n’a pas de coefficient directeur)

Propriété 3 : Lorsque f est dérivable en a, la tangente T, a pour

équationy = f'(a)(x — a) + f(a).

Exemple 3 : La tangente T, de la fonction carré a pour équation 3

Tiry=f(Dx—-1D+fQ).orf'(1)=2etf(1)=1%2=1
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OnadoncTy:y =2(x —1) + 1 cest-a-direTy:y = 2x — 1

Démonstration : La tangente T, a une équation de la forme y = mx + p.

* On sait que le coefficient directeur m de T, est égal a f'(a). L'équation est de la forme y = f'(a)x + p.

e Pour trouver I'ordonnée a I'origine p, on utilise le fait que A(g;f(a)) € T,.

e Onobtient f(a) = f'(a)a+ p d'oup = —f'(a)a + f(a). g

* Finalement T, a pour équationy = f'(a)x — f'(a)a + f(a) cestadirey = f'(a)(x —a) + f(a).
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