Fonctions lere Dérivation globale

Fiche F3.2 : Opérations sur les dérivées

E — Addition, Multiplication par un nombre

Propriété 1 : On considére u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I et k un nombre réel.
*Sif =u+ valors f est dérivablesur [ etona f' =u' + v’

e Sif =k Xualors f est dérivablesur I etona f' =k X u'.

Remarque:Sif =u—valorsf =u+ (—1)Xvetonadoncf'=u'+ (-1) xv' =u" -7

Exemple 1 : Dériver les fonctions suivantes :

1

o f(x) = Ei + ﬁ.f est dérivable sur ]0; +oo[ etona f' = u’' + v' c’esta dire f'(x) = 2x + e

u v
e g(x) = 3 x1° g estdérivable sur Retona g’ =k X u’ cestadire g’(x) = 3 x 10x° = 30x°.
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e h(x) = 3 h est dérivable sur R\ {0} etona h' = u’' — v’ c’est a dire h'(x) = —xiz — 3x2.
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Exemple 2 : Dériver les polyn6mes suivants :

e f(x) =3x3 —x%2 4+ 5x + 1. f estdérivablesur Ret f'(x) =3 X 3x2 —2x+5Xx1+0 =9x%2 — 2x + 5.

e g(x) = %xw — §x6 — x. g est dérivable sur Ret g'(x) = % x 10x° — g X 6x°> —1=5x%—4x° - 1.

@ — Dérivée d’un produit

Propriété 2 : On considere u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I.

Si f =u X v alors f est dérivable sur I etona f' = u'v +v'u

Démonstration : On considére la fonction f(x) = u(x) X v(x).
* Soit a un réel quelconque de I. Pour un pas h > 0, calculons le taux d’accroissement entreaeta + h :

u(a+h)xv(a+h)—u(a)xv(a)

Ta(h) = h
¢ On va faire apparaitre les taux d’accroissement de u et v en a.

Pour cela, on ajoute et retranche u(a) X v(a + h) au numérateur :

u(a+h)xv(a+h)—u(a)xv(a+h)+u(a)xv(a+h)—u(a)xv(a)
T,(h) = - .

u(a+h)-u(a) v(a+h)-v(a)

T,(h) = — X v(a+ h) +  u(a)x -
S———— — S ———
taux d'accroissement de u taux d'accroissement de v

u(a+h)—u(a)

v(a+h)-v(a) _
- — =V (a).

e Comme u et v sont dérivables en a, }lirré =u'(a) et }lirré
* Le nombre u(a) ne dépend de h donc }lirré u(a) = u(a) et on admet que }lirré v(a + h) = v(a).
* On obtient donc f'(a) = }lirré T4,(h) = u'(a) X v(a) + u(a) X v'(a) et f est donc dérivable en a.

e La fonction f(x) = u(x) X v(x) est donc dérivable sur I etona f'(x) = u'(x)v(x) + u(x)v'(x)
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Exemple 3 : Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = xvx

u=—x Uz\/} L. , , ,
Onafzuxvavec{u,_let v,_L.festderlvablesur]0;+oo[etonaf =uv+rvu.
=57

Onobtientf’(x)=\/—+—><x—\/—+ —\/—+\/—X\/— N =§\/§.

Corollaire 1 : Si f = u? alors f est dérivable sur I etona f’ = 2u'u

Démonstration : On a f = u? = u X u. Ainsi, d’aprés la propriété précédenteona f' = u'u + u'u = 2u'u.

Exemple 4 : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (3x + 5)

u=3x+5
u =2

On obtient f'(x) =2x3 X (3x +5) = 6(3x +5) = 18x + 30.

Onaf =u? avec{ . f est dérivable sur Retona f' = 2u'u.

@ — Dérivée d’un quotient

Propriété 3 : On considére u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I avec v(x) # 0 sur I.

. u At u'v-v'u
Sif = ;alorsf est dérivablesur/ etona f' = —

3x
x2+1

Exemple 5 : Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

— 42 [
Onaf =Eavec{ : Sxet{v =X"+1 ¥24 1 % 0sur R donc f est dérivable sur R et on a f' = 22
v u =3 v' = 2x v
. / _ 3x(x2+1)-2xx3 _ 3x%-6x+3
On obtient f'(x) = Tar et
!
Corollaire3:Si f = %alorsf est dérivable sur [ etona f' = —%
ol ’
Démonstration : Ona f = %avec u=1.0nadoncu’ = 0.Ainsi,onaf' = % = _%
Exemple 6 : Soit f la fonction définie sur ]2; +oo[ par f(x) = —
1 v=4-—2x - y_ v’
Onaf = ;avec{ o = —2 .4 — 2x # 0 sur ]2; +oo[ donc f est dérivable sur |2; +[ etona f' = —-.
2 2

On obtient f'(x) = — (4__2x)z ~ -z

E — Dérivée d’une fonction composée

Propriété 4 : Soit g une fonction dérivable sur un intervalle I. Si f(x) = g(ax + b) alors la fonction f est

dérivable pour tout x telqueax + b € [ etona f'(x) = a X g'(ax + b)

Exemple 7 : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (5x + 8)*
Onaf(x) =g(ax+ b)aveca =5,b =8et g(x) = x*. g est dérivable sur Retona g'(x) = 4x3.
f est donc dérivable sur R, etona: f'(x) =a X g’(ax + b) =5 X 4(5x + 8)3 = 20(5x + 8)3.
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