
Géométrie  1ère  Produit scalaire 

 1  – Définition avec le cosinus 

Notations : Soient 𝑢⃗  et 𝑣  deux vecteurs. 

• On appelle norme de 𝑢⃗ , et on note ||𝑢⃗ ||, la longueur du vecteur 𝑢⃗ .  

Dans un repère orthonormé, si 𝑢⃗ (𝑥
𝑦
) alors ||𝑢⃗ || = √𝑥2 + 𝑦² (Fig 1) .  

• On note (𝑢⃗ ; 𝑣 ) l’angle formé par les veceurs 𝑢⃗  et 𝑣  (Fig 2) :  

Soient 𝐴, 𝐵 et 𝐶 tel que 𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑣 = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ alors (𝑢⃗ ; 𝑣 ) = 𝐵𝐴𝐶̂. 

Définition 1 : Soient 𝑢⃗  et 𝑣  deux vecteurs. On note 𝛼 l’angle (𝑢⃗ ; 𝑣 ). On appelle produit scalaire de 𝑢⃗  et 𝑣 , et 

on note 𝑢⃗ . 𝑣 , est le nombre réel défini par : 

• Si 𝑢⃗ = 0⃗  ou 𝑣 = 0⃗  alors 𝑢⃗ . 𝑣 = 0 

• Si les deux vecteurs sont non nuls, 𝑢⃗ . 𝑣 = ||𝑢⃗ || × ||𝑣 || × cos⁡(𝛼). 

Remarques : 

• Si 𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑣 = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ alors on obtient 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos⁡(𝐵𝐴𝐶̂). 

• L’opération 𝑢⃗ . 𝑣  est appelée « produit scalaire » car on multiplie deux vecteurs pour obtenir un nombre. 

• En physique, le travail 𝑊 d’une force 𝐹  lors d’un déplacement rectiligne 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ est le produit scalaire 𝐹 . 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

   Il s’agit de l’energie (exprimé en Joules) fournie par la force 𝐹  au cours du déplacement 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 

Exemple 1 : On considère 𝐴, 𝐵 et 𝐶 trois points distincts tel que :  

𝐴𝐵 = 5, 𝐴𝐶 = 3 et 𝐵𝐴𝐶̂ =
𝜋

3
(60°). Calculons le produit scalaire 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos(𝐵𝐴𝐶̂) = 5 × 3 × cos (
𝜋

3
) = 15 ×

1

2
= 7.5  

Cas particuliers :  

• Si 𝑢⃗  et 𝑣  sont deux vecteurs colinéaires : 

   . Si 𝑢⃗  et 𝑣  ont le même sens alors 𝛼 = (𝑢⃗ ; 𝑣 ) = 0 et donc cos(𝛼) = 1. 

     On obtient donc 𝑢⃗ . 𝑣 = ||𝑢⃗ || × ||𝑣 ||. 

   . Si 𝑢⃗  et 𝑣  ont un sens contraire alors 𝛼 = (𝑢⃗ ; 𝑣 ) = 𝜋⁡(180°) et donc cos(𝛼) = −1. 

     On obtient donc 𝑢⃗ . 𝑣 = −||𝑢⃗ || × ||𝑣 ||. 

• Le produit scalaire de 𝑢⃗  avec lui-même est appelée carré scalaire de 𝑢⃗  et noté 𝑢⃗ ² 

   𝑢⃗ 2 = 𝑢⃗ . 𝑢⃗ = ||𝑢⃗ || × ||𝑢⃗ || = ||𝑢⃗ ||².  

• Deux vecteurs 𝑢⃗  et 𝑣  sont dits orthogonaux si 𝑢⃗ . 𝑣 = 0. C’est le cas lorsque : 

   . L’un des deux vecteurs est nul. Le vecteur nul 0⃗  est donc orthogonal à tout vecteur. 

   . cos(𝑢⃗ ; 𝑣 ) = 0 donc si 𝛼 = (𝑢⃗ ; 𝑣 ) = ±
𝜋

2
⁡(90°) c’est-à-dire si 𝑢⃗  et 𝑣  ont des directions perpendiculaires. 
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 2  – Définition avec le projeté orthogonal 

Rappel : Soit un point 𝐴 et une droite (𝐷).  

• On appelle projeté orthogonal de 𝐴 sur (𝐷), le point 𝐻 tel que (𝐴𝐻) ⊥ (𝐷). 

• C’est le point 𝑀 de la droite (𝐷) le plus proche de 𝐴. 

• La distance 𝐴𝐻 est alors appelée distance du point 𝑨 à la droite (𝑫).  

   Elle est notée 𝑑(𝐴, (𝐷)) 

Définition 2 : Soit 𝐴, 𝐵 et 𝐶 trois points du plan et 𝐻 le projeté orthogonal de 𝐶 sur (𝐴𝐵). 

On a alors : 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = {𝐴𝐵 × 𝐴𝐻⁡𝑠𝑖⁡𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⁡𝑒𝑡⁡𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⁡𝑠𝑜𝑛𝑡⁡𝑑𝑎𝑛𝑠⁡𝑙𝑒⁡𝒎ê𝒎𝒆⁡𝒔𝒆𝒏𝒔.⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡⁡

−𝐴𝐵 × 𝐴𝐻⁡𝑠𝑖⁡𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗⁡𝑒𝑡⁡𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⁡𝑠𝑜𝑛𝑡⁡𝑑𝑎𝑛𝑠⁡𝑙𝑒⁡𝒔𝒆𝒏𝒔⁡𝒄𝒐𝒏𝒕𝒓𝒂𝒊𝒓𝒆.
 

Remarque : On doit vérifier que les deux définitions du produit scalaire données sont équivalentes. 

• Si 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont dans le même sens. 

 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos⁡(𝐵𝐴𝐶̂). 

Or le triangle 𝐴𝐻𝐶 est rectangle en 𝐻 donc on a : 

cos(𝐵𝐴𝐶̂) =
𝑐ô𝑡é⁡𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡

ℎ𝑦𝑝𝑜𝑡ℎé𝑛𝑢𝑠𝑒
=

𝐴𝐻

𝐴𝐶
. 

On obtient 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 ×
𝐴𝐻

𝐴𝐶
= 𝐴𝐵 × 𝐴𝐻. 

• Si 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont dans le sens contraire. 

 

𝐵𝐴𝐶̂ = 𝜋 − 𝐶𝐴𝐻̂ donc cos(𝐵𝐴𝐶̂) = − cos(𝐶𝐴𝐻̂) 

On a donc 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 × cos⁡(𝐶𝐴𝐻̂). 

Or le triangle 𝐴𝐻𝐶 est rectangle en 𝐻 donc on a : 

cos(𝐶𝐴𝐻̂) =
𝑐ô𝑡é⁡𝑎𝑑𝑗𝑎𝑐𝑒𝑛𝑡

ℎ𝑦𝑝𝑜𝑡ℎé𝑛𝑢𝑠𝑒
=

𝐴𝐻

𝐴𝐶
. 

On obtient 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = −𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 ×
𝐴𝐻

𝐴𝐶
= −𝐴𝐵 × 𝐴𝐻. 

Remarques :  

• Comme 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont colinéaires, on obtient dans les deux cas, 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ .   

• Le signe du produit scalaire donne la nature l’angle : aigu, obtu ou droit. 

 

Exemple 2 : Calculer le produit scalaire des vecteurs 𝑢⃗  et 𝑣 . 

Soient 𝐴, 𝐵 et 𝐶 tel que 𝑢⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝑣 = 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Soit 𝐻 le projeté orthogonal de 𝐶 sur (𝐴𝐵). 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ et 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗  sont dans le même sens. 

On a 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐻⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐻 = 3 × 1 = 3 

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ > 0 donc l’angle 𝐵𝐴𝐶̂ est aigu. 
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