Géométrie lere Produit scalaire

Fiche G2.2 : Propriétés du produit scalaire

m — Produit scalaire et coordonnées

—

!
Propriété 1 : Dans un repére orthonormé, si i (;) etv (;,) alorsu. v = xx' + yy'.

Remarque : En particulier, on retrouve la formule pour la norme |[1|| d’un vecteur i (;) :
Ii]|? = 1.4 = xx + yy = x? + y* donc on a bien ||i]| = m

Exemple 1 : Soient le vecteur 17(_21) et les points A(2; 3) et B(—5; 4). Calculer ii. AB :

« On calcule les coordonnées du vecteur AB : AB (yB_yA) () =(02%) N

XB—XA

e On calcule le produit scalaire . AB =2 X 14+ (1) x (=7) =247 =9 I EEEENBEEN

@ — Symétrie et bilinéarité du produit scalaire

Propriété 2 : Soient 1, U et w trois vecteurs et k un nombre réel. On a les propriétés suivantes :

(D@3 = 5.4 Q)4 (F+W) =07 +uw (3) @ (kD) = k(i. )

Remarque : L'opération ‘produit scalaire’ fonctionne donc comme la multiplication des nombres.

Exemple 2 : Utiliser les regles de calculs de la propriété, pour simplifier les expressions suivantes :

- >

c(U+V).Ww=w.(U+V)=W.Uu+W.Uv=uv+v.w (Distributivité a droite)

o . (V) = —¥.¥ = —9% = —||9||?

u
U (QUA5V) =U.2Uu+ U5V =2Uud+5uv =

c(@+D).(W+t)=@+D).W+ @+D).t =UW+D.W+Ut + 0.t (Double distributivité)

@— Produit scalaire et normes

e Les regles de calculs précédentes conduisent aux identités remarquables suivantes :
NE+91P=G@+9).W+V) =dd+uv+v.u+ 0.0 = |[ull*>+ 2u.v + ||7]|?
N =91P=@—-9).W—-V)=u.d—uv—v.u+v.v=|ull?>-2uv+ ||7]?

- - —

(W+D).U-D) = U—-UV+V.U—D.D = |U]? - D]

e On en déduit ainsi d’autres expressions du produit scalaire 1. ¥ en fonction des normes :

Propriété 3 : Soient U et ¥ deux vecteurs. On a les formules suivantes : ¥ e =
1 S 1 o 3
cu v =i+ 212 =l = 121> «d.v = l* + 1121 - 12 - 51*) /

Exemple 3 : Soit ABC un triangle tel que AB = 4, AC = 6 et BC = 7. Calculer AB.AC. 4

« ona4B.AC = 1(|[B||" + [4c|” - |48 - 4c|"). |
R ra— —_— —)2 B — e — —_— B —
e AB— AC = AB + CA = CA + AB = CB (Relation de Chasles) |' _
« Donc AB.AC = %(ABZ + AC? — BC?) = %(42 +62—72) = % A —

Z www.zmaths.net




