Géométrie lere Géométrie repérée

Fiche G3.1 : Vecteur normal a une droite

m — Définition d’un vecteur normal

Définition 1 : On considére une droite (D) de vecteur directeur %. On appelle

vecteur normal a (D), un vecteur 7 non nul orthogonal a U, i.e tel que 4.7 = 0

Remarques :

e Un vecteur normal a (D) est dans la direction perpendiculaire a celle-ci.
* Tout vecteur colinéaire a U est aussi un vecteur directeur de (D).

e Tout vecteur colinéaire a 71 est aussi un vecteur normal a (D).

Exemple 1 :

. ﬁ(;) est un vecteur directeur a (D). Il donne la direction de (D).

-71(_21) est un vecteurnormala (D) :Onau.n=1%x2+2x(-1)=2-2=0.

Remarque : Si ﬂ(g) est un vecteur directeur d’une droite (D) alors ﬁ’(_ab) est un vecteur normal a (D).

Eneffet, uun =a X (-b)+bXa=—-ab+ab =0

@ — Vecteur normal et équation cartésienne

Rappel : Soient a, b et ¢ trois nombres réels.
* ’ensemble des points M (x; y) tel que ax + by + ¢ = 0 est une droite de vecteur directeur 17(_;’).
On dit que cette droite a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

e Réciproquement, toute droite de vecteur directeur 17(_;’) a une équation sous la forme ax + by + ¢ = 0.

Théoréme 1 : Soient a, b et c trois nombres réels tel que (a; b) # (0; 0). Une droite (D) a une équation

cartésienne sous la forme ax + by + ¢ = 0 si et seulement si fi(g) est un vecteur normal a (D).

Exemple 2 :
1) Soit (D,) la droite d’équation (D1):2x + 3y — 1 = 0. 5T
(D) 4 -
Déterminer les coordonnées du vecteur ny normal a (D) & = :
. ;
a=2eth=3donc ﬁ(;) est un vecteur normal a (D) X A A
5432 2 3 4 85 8
2) Soit (D;) la droite passant par le point A(2; 1) et de vecteur normal n_z’(_zl) 2
Déterminer une équation cartésienne de (D5). 4

e M(x;y) € (D,) © AM et 71, sont orthogonaux < m,.AM = 0
o AM tac AN (*M—xa) = (*-2 —r—1

AM a pour coordonnées AM (yM—yA) (y_l) etona nz( 5 )
eM;y)e(Dy) e (-D)xx—-2)+2x(y-1)=0 —~x+2+2y—-2=0—x+2y=0

e |'équation cartésienne de (D,) est (D,) : —x + 2y = 0.
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Démonstration : On considére une droite (D) et ﬁ(g) un vecteur.

« = » : Supposons que (D) a pour équation cartésienne ax + by + ¢ = 0.

e Le vecteur ﬂ(_ab) est donc un vecteur directeur de (D).

e Ainsi, .U = a X (—b) + b X a = —ab + ba = 0 ce qui prouve que fi(g) est un vecteur normal a (D).
« < » : Supposons maintentant que (D) a pour vecteur normal ﬁ’(g) et soit A(x4; y4) un point de (D).

e M(x;y) € (D) & AM est un vecteur directeur de (D) < 7i et AM sont orthogonaux < 7. AM = 0

e Or AM a pour coordonnées AM (xM_xA) = (x_xA) etonaii(%).
YM—Ya Y=ya b

eOnadoncM(x;y) € (D) ® alx —x4) +b(y—y,) =0
©ax —axy +by—by, =0

& ax + by —axy — by, =0
+c

e Ainsi on a montrer que (D) a une équation sous la forme ax + by + ¢ = 0 avec c = —ax, — by,. O

Théoréme 2 : Soient deux droites (d) et (d') d’équation cartésienne respectives (d): ax + by + c = 0 et
(d):a'x+Db'y+c" =0.Alors:
e (d) Il (d") sietseulementsiab’ —a'b = 0.

e (d) L (d") sietseulementsiaa’ + bb" = 0.

— !
Démonstration : (d) a pour vecteur normal r_i(g) et (d') a pour vecteur normal n’ (g,).

e (d) Il (d) © A et n' sont colinéaires < det(ﬁ, W) =0 ab' —a'b=0.

e(d) L(d) o Aetn sont orthogonaux < n.n' = 0 < aa’ + bb' = 0. O
Exemple 3 : Parmi les trois droites suivantes identifier les couples de droites paralléles et perpendiculaires :

(D1): —2x+9y =28;(Dy):4x — 18y = —12 et (D3):9x + 2y =9

5 o)

T D,)
—— ) 3

2 3 4 5 B
o))

e (D) II(Dy)car—2x%x(—18)—9%x4=36—-36=0
e(D;y) L(D3)car—2%x9+9%x2=0
e (D,) L (D3) car si deux droites sont parallélles alors toute droite perpendiculaire a l'une est aussi

perpendiculaire a l'autre.
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