Suites lere Suites arithmétiques & géométriques

Fiche $S2.3 : Somme des termes

Soit (u,) une suite quelconque. On note S, la somme des n + 1 premiers termes (de uy a uy) :

Sp =Uy +u; + -+ u, que 'on note aussi S;, = Y=o Uk

m — Somme des termes d’une suite arithmétique

Propriété 1 : La somme des n premiers entiers naturels non nuls est égal a :

n(n+1)
2

1+2++n=

Remarque: 1+ 2 + -4 n s’écrit également }7_, k

1 100x101

Exemple 1 : La somme des 100 premiers entiers est égale 3 Y225 k =1+ 2 + -+ 100 = = 5050

Démonstration 1 : (suggéré par le mathématicien Carl Friedrich Gauss alors qu’il avait seulement 10 ans !)

e L’idée est d’écrire deux fois la somme S,, des n premiers entiers mais dans le sens inverse :
Sp= 1 + 2 + 3 4+ . +Mm=-2)+(n—1)+n

Sp,= n +(n—-D+mn-2)+ .. + 3 + 2 +1

¢ En additionnant les deux lignes on obtient :

2xXSy=n+D+nn+D++m+D)=nxn+1)

n fois
o b f e s . . s 1
e En divisant I’égalité précédente par 2, on obtient le résultat souhaité : §,, = n(n; ) ]
Démonstration 2 : (Géométrique)
. 1 ——— 1 O - : ;
» 05 . _ HH |
1 ALl = n = . n + n = n
CH=HR=pL \ i |
Rl e N 1 O
_ R n(n+1)
lyaS, =1+ 2+ ---+ n carreaux 2XSy,=nxm+1)douS, =——"

Propriété 1 : La somme des n + 1 premiers termes d’une suite arithmétique de raison r et de 1¢" terme u,

Premier terme+Dernier terme
2

estégala:S, =(m+1) % @ = Nombre de termes X

Démonstration : On raisonne de la méme maniere que dans la démonstration 1

*Sp= Uy + u +u; + ..+tu,1+tu, ¢ Or verticalement les sommes sont identiques :
Sn= u, tup_ 1+ uUup o+ ...+ u +ug (g +up) = (U +up_q) = (U +up_y) =--
— —_— — —_——
Ug+¥ Up—F Ug+2F Up—2F

* On additionne les 2 lignes: 2 X S, = (ug +u,) + (ug +up) + -+ (o +up) = M+ 1) X (uy + uy,)
n+1 fois

*En divisant I'égalité précédente par 2, on obtient le résultat souhaité : S, = (n + 1) X % O

Exemple 2 : Soit (u,,) la suite arithmétique de raison r = 5 et de 1*" terme u, = 8

UgtUqg 8+58

S1o= (10+1) x X0 = 17 x 22 = 11 x 22 = 11 X 33 = 363 (Onau;p = 8+ 10 X 5 = 58)
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@ — Somme des termes d’une suite géométrique

1_qn+1

Propriété 1:Sig # lalors1+q+ g%+ -+ q" = o

Remarques :
e1+4q+q%+-+ q"sécrit également X¥_, g* (Par convention ona ¢° = 1)

eSig=1lalorsl+q+qg?+-+q"=1+1+1+-1=n+1
n+1 fois

1_510+1 _ 1_51

1
= =12 207 031
1-5 -4

Exemple3:¥12,5k =1+ 5+5%+..-+ 510 =

Démonstration : Soit S, = 1 + q + g% + --- + g™ On utilise une somme dite « télescopique »

e Oncalcule (1 —q)S, = S, — qS,
=14+q+q¢*+-+q"—q(l+q+-+q" 1 +q")

= 1+g/+q/2_|_..._|_qh_/q/_g¢_..._g/h_qn+1

— 1_qn+1

® On passe 1 — g de I'autre c6té et on obtient le résultat voulu : S, =

Propriété 1 : La somme desn + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison g # 1 et de 1" terme

, . 1— n+1 ) 1_qNombre de termes
Ug estégala:S, =uy X T Premier terme X -
Démonstration :
Sp=uptu +u; +--+u,
=uUgt Uy Xq+uyxq:+-+uyxq® On utilise décompose chaque terme avec u,
=u(l+q+q*+-+q" On factorise par u,
= Uy X g Onremplace 1 + g + g% + -+- + q" par sa valeur O

1-q

Exemple 2 : Soit (u,,) la suite géométrique de raison g = 2 et de 1*" terme uy = 3

1—g9+1 1—210
1_—-3x
1-q -1

Sg =3 X = 3069 (On a 21° = 1024)
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