Chapitre F5 : Intégration

Activité 1 : Vers la notion d’intégrale.

On a tracé ci-dessous la courbe représentative de la fonction définie sur [0; +oo[ par f(x) = %x + 3.

1)

2)

3)

4)

L

j, :5//|
3 =§:
N
IRNEZ .

Déterminer I'aire de la partie hachurée, délimitée par la courbe représentative de la fonction f, I'axe des

abscisses et les deux axes verticaux d’équation x = 2 et x = 4.

. s . "
Cette aire est appelée l'intégrale de la fonction f entre 2 et 4 et est notée fz f(x)dx.
C’est « I'aire sous la courbe » de f, entre 2 et 4.

. . . 8

a. Déterminer graphiqguement f4 f(x) dx.

g 8
b. En déduire la valeur de [, f(x) dx.

Cette relation s’appelle la relation de Chasles : f28 f(x)dx = f; fl)dx+ | 48 f(x) dx.

On considére la fonction F qui a chaque x de [0; +oo[ associe « I'aire sous courbe » de f entre 0 et x :
F(t) = [ f(t) dt

a. Combien vaut F(0) ?

b. Déterminer une expression algébrique de F(x) en fonction de x.

c. Calculer la dérivée F' de la fonction F. Que remarque t-on ?

On dit que la fonction F est une primitive de la fonction f lorsque F' = f

Utiliser la question précédente, pour déterminer par le calcul les intégrales suivantes
a. fosf(x) dx

b. [, f(x) dx

¢ f f(x)dx

d. [, f(x) dx

Si F est une primitive de la fonction f alors on a la formule : f:f(x) dx = F(b) — F(a).
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Activité 2 : Lien entre Aire sous la courbe & Primitive d’'une fonction
Dans l'activité précédente nous avons mis en évidence un lien entre « |'aire sous la courbe » d’une fonction

et la notion de primitive. Dans cette activité, nous allons vérifier ce lien sur différents types de fonctions :

Fonction constante

La droite D d'équation y = 3 est la représen- ,ty =

tation graphique de la fonction f(z) = 3. D

1. Calculer I'aire du rectangle hachuré, en
CATTEAUX.
2. Donner une primitive F de f sur | et

calculer F(6) — F(1).

3. Comparer les deux résultats.

Fonction affine

La droite D d’equation y = Er + 2 représente
la fonction f(x) = Ir F 2.

1. Calculer l'aire du trapéze hachuré, en

CATTEeAllX.

2. Déterminer une primitive F' de f sur |

et calculer F(4) — F(-1). LA T
I [ i I
~4//3 “2 1 0‘

3. Comparer les deux resultats. : :

Rappel : L'aire d’un trapese de bases b et B et de hauteur h est égal a Aire = %(b + B)h
b
h
B
Fonction trindéme
ARCHIMEDE démontra a l'aide de suites que Y
« Un secteur paraboligue compris entre une 5t
droite et une parabole est égal a 4 fois le tiers
de laire d'un triangle ayant méme base et T
méme hauteur que ce secteur. ». (admis) gt o4
La parabole ci-contre représente la fonction
1

flx) = —E.rz t 3z sur [0; 6]. 2t

1. Caleuler 'aire A du secteur parabolique 1+

hachuré.
I
2. Déterminer une primitive F de la fone- o 1

tion f sur B et caleuler F(6) — F(0).
3. Comparer les deux résultats.
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m — Primitive d’une fonction

a. La notion de « Primitive »

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Définition 1 : On dit qu’une fonction F est une primitive de f sur [, si F est dérivable sur [ et que la dérivée

de Festégaleaf :F' =f

Exemple 1 :

¢ Si f(x) = 3x% alors la fonction F(x) = x3 est une primitive de f.

e La fonction F(x) = LJVCJL% — x est une primitive de la fonction logarithme népérien f(x) = Inx :

uxv
Eneffet,F’(x)=$X%+iX£—1=1n(x)+1—1=1n(x)=f(x)-
ur v bt u

vr

Propriété 1 : Si f admet une primitive F sur I alors I'ensemble des primitives de f sur I est constitué des

fonctions de la forme x = F(x) + C ou C est une constante réelle.

Remarque : Toutes les fonctions de la forme x —» F(x) + C admettent la fonction f comme dérivée car la

dérivée d’une constante est nulle.

Exemple 2 :

o La fonction F(x) = x3 + 1 est aussi une primitive de la fonction f(x) = 3x*
e ’ensemble des primitives de la fonction logarithme népérien est constitué des fonctions sous la forme :

F(x) = xInx — x 4+ C ou C est une constante réelle.

Propriété 2 : Soit f une fonction admettant des primitives F sur I alors pour tous nombres réels x, et y,,

il existe une unique primitive F de f sur I vérifiant la condition F (x,) = y,.

Exemple 3 :

e La fonction F(x) = x3 est 'unique primitive de f(x) = 3x? qui s’annule en 0 (tel que F(0) = 0)
 Cherchons la primitive de la fonction logarithme népérien qui s’annule en 1 (tel que F(1) = 0)
Les primitives de la fonction f(x) = Inx sont de laforme F(x) = xInx —x + Cou C € R.
SiF(1)=0alors1 xInl1—1+C=0dou —1+C=0douC =1.

Ainsi 'unique primitive de f qui s’annule en 1 est la fonction F(x) = xInx — x + 1.
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b. Primitives des fonctions de référence

Fonction f Primitives F de f Intervalle 1
f(x)=a F(x)=ax+C R
) =x F(x) =2x2+C R
F(x) = x2 F(x) =3x*+C R
f(x)=i F(x)=Inx+C 10; 400
f) == F(x) = —=+C ] — 0;0[ 0u ]0; +oo]
flx) = x" - Sin>-1:R
oun entier,n # —1 F(x)=n+1x e Sin<—=1:]—00;0[ ou]0;+oo[

fO0) =x FO) =523+ ¢ [0; +oo]
fx) =e* F(x)=e*+C R

f(x) =Inx Fx)=xInx—x+C 10; +oo

f(x) =cosx F(x) =sinx+ C R

f(x) =sinx F(x) =—cosx+C R

c. Primitives et Opérations

Propriété 3 : Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, et k une constante réelle.

e Si F est une primitive de f sur I, alors kF est une primitive de kf sur I.

e Si F est une primitive de f et G une primitive de g sur [, alors F + G est une primitive de f + g sur I.

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

Fonction f Primitives F de f sur I Conditions particuliéres
\ f = u'u™ F= 1 w4 u(x) #0surl
ou n entier,n # —1 n+1 lorsquen < —1

pb
T u

F(x) =In(w) +C

u(x) > 0surl

fx) =u'e*

F(x)=e“+C

Aucune

Exemple 4 : Déterminer I'ensemble des primitives de chacune des fonctions suivantes

-f(x)=x2+ex:F(x)=§x3+ex+C
-f(x)=2x2—4x:F(x)=2x§x3—4x%x2+C=§x3—2x2+C
-f(x)=3><(3x+5)2:f=u’u”avecu=3x+5;u’=3etn=2d’oUF(x)=§(3x+5)3+C

o f(x) — 3—4x

oS = u; avecu = —2x*+3x+1;u' =3 —-4xdou F(x) =In(-2x*+3x+ 1)+ C

o f(x) =2xe* 1. f =uetavecu=x2—1;u =2xdou F(x) =e* 14

 f) === :0 Coxd6doncu = 2. f0) = S22 25 2 done f = 25 x ¥
X) = xt6 - nposeu = 2x oncu = 4. X) = X6 = 2 2X 16 onc = 4. "

OnadoncF = 25Inudou F(x) = 2.5In(2x + 6)

cf(x)=e % :f(x) = —%x (—2) x e ?*donc f = —%xu’e” avecu = —2x d’ou F(x) = —%e‘zx+ C
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@ — Intégrale d’une fonction continue sur un intervalle

a. Notion de fonction continue

Une fonction est continue sur un intervalle I si sa courbe peut étre tracée « sans lever le crayon » sur |

Fonction continue sur R Fonction discontinueen ...; —6; —2:;2;6; ...

Théoréeme 1 : Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur cet intervalle.

Remarque : La réciproque de ce théoréme est fausse. Voici deux contre-exemples :
* La fonction racine carré est continue mais pas dérivable en 0 car sa tangente T, est verticale.

e La fonction valeur absolue est continue mais pas dérivable en 0 car elle n"admet pas de tangente en 0.

b. Intégrale d’une fonction continue positive

Dans un repére orthogonal, on appelle unité d’aire (notée u.a.),

I'aire du rectangle OIKJ ou 0(0;0), 1(1;0),/(0; 1) et K(1;1).

Exemple 5 : l'aire du rectangle ABCD est alors égale a 4 u.a. >

Définition 2 : On considére une fonction f continue et positive sur un intervalle I = [a; b].
G s b e : AR
On appelle intégrale de f de a a b, et on note fa f(x) dx, I'aire du domaine D délimitée par :

* L’axe des abscisses
e La courbe Cr représentative de la fonction f

e Les deux axes verticaux d’équation x = a et x = b.

1 unité d’aire

Exemple 6 : On consideére la fonction définie sur I'intervalle [ = [—2; 2]

par f(x) =+ 4 —x*. Sa courbe représentative est un demi-cercle

. e s \ 2
centrée en 'origine du repére et de rayon r = 2. Calculer f_2 f(x)dx.

2 1 1
J2, f (%) dx = Apemi-cercie = S XX r? = S XX 22 =2m (u.a.)

-2 -3 0 1
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c. Intégrale d’une fonction de signe quelconque

La définition d’une intégrale s’étend aux fonctions négatives : On donne un signe négatif aux portions qui
sont situées sous I'axe des abscisses :
e l'intégrale de a a b, d’une fonction f continue et négative sur l'intervalle I = [a; b] est 'opposée de I'aire

du domaine D délimité par I'axe des abscisses, la courbe de f et lesaxes x = aetx = b.

| F dx = —AD)
Ly
Q)
\/:

e Soit f une fonction continue sur I = [a; b] et de signe quelconque.

1 unité d’aire

On introduit alors les fonctions f* et f~ de la fagon suivante :

ftx) = {](;(le_z;ilf(x) >0 (Partie positive) et f ~(x) = {}(;(le_z;;f(x) <0 (Partie négative)

flx) 4y y Yy

a ‘W b a ‘ b a

L'intégrale de a a b de la fonction f est alors définie de la fagon suivante :

<

fa o) dx = f " + f e

=AD" —AD")

Exemple 7 : Soit f la fonction définie sur I = [0; 10] par f(x) = —0.5x + 3

Déterminer graphiquement la valeur de folof(x) dx. 3:\
Bxh 6x3
clq(D-l-) - = = 9 2
2 2 1
A(D- _Bxh_4><2_ .
()_2_2_ ol 1 2 3 4 s & 7
folof(x) dx= ADY) —AMD)=9-3=6(w.a)
-2
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@ — Intégrales & Primitives

Théoreme 2 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b]. La fonction F définie par

F(x) = f;f(t) dt est dérivable sur I, etona F'(x) = f(x)

Remarque :

 En d’autres termes la fonction F(x) = f;f(t) dt est une primitive de la fonction f sur I.

* Dans l'intégrale f:f(t) dt, la variable d’intégration doit étre différente de x.

Exemple 8 : En utilisant le théoréme précédent, on peut retrouver la primitive de la fonction f(x) = x

On prend a = 0 pour simplifier les calculs.

Une primitive de la fonction f(x) = x est alors donnée par la formule :

x BXxh
F(x) = f f(t) dt = Apartie hachurée = T
a

ot _xxx_x
D'ou F(x) = =3

o
[

5
4
3
F
1

-2 - D1 2 3X4 5 6

=1
-2

Théoreme 3 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b] et F une primitive de la fonction f.

Alors f:f(x) dx = F(b) — F(a)

Remargue : Le résultat de fa f(x) dx est indépendant du choix de la primitive car toutes les primitives de f

difféerent d’une constante : F(b) + C — (F(a) + C) = F(b) —F(a) + C — C = F(b) — F(a).

Notation : On note alors f:f(x) dx = [F(x)]2 = F(b) — F(a)

. . . . 1 .
Exemple 9 : Calculer I'aire du domaine compris entre la courbe de la fonction f(x) = =, ’axe des abscisses
X

et les droites d’équation x = % etx = 4.

4
Apomaine = f(x) dx
0.5

F(x) = Inx est une primitive de la fonction f(x) = i

+1 1 ‘
f —dx = [lnx]g_5=ln4—1n§=ln4+ln2 =2In2+In2=3In2
0

5%

Exemple 10: fon cos x dx

T
1

| \K’

F(x) = sinx est une primitive de la fonction f(x) = cosx F')l-\
(]
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@ — Propriétés de l'intégrale

a. Positivité

Propriété 4 : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I = [a; b].

e Si f(x) = 0surl alors f:f(x) dx >0

* Sif(x) < g(x) surl alors f:f(x) dx < f:g(x) dx

y f | /’“‘f

\4
Y

I ; J

;M' a b o'r' a b

b. Linéarité

Propriété 5 : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I = [a; b] et k une constante réelle.
b b b
* o) +g())dx = [, fC)dx + [, g(x) dx

o [P0 x f(0) dx = k x f f(x) dx

Remarque : Cette propriété permet de ramener le calcul de I'intégrale d’'une fonction complexe, a une

succession d’intégration de fonctions plus simples :

L . 2
Exemple 11 : Calculer I'intégrale suivante : [ = f1 6x +z dx

, ’e , 2 5 2 25 2 21
* On décompose l'intégrale : I = | 6x + - dx = Ji6x+ [ - dx = 3x [ 2xdx+5X [] - dx
e On obtient en passant aux primitives : I = 3 X [x%]? + 5 X [In(x)]?

e Finalement, I =3 x (22 -12)+5x (In(2) = In(1)) =9+ 5In2

c. Relation de Chasles

Propriété 6 : Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b] et soit ¢ un nombre de |

fbf(x) dx = fcf(x) dx+fbf(x) dx

_\\/
/;-f (z)ps ] " f(z)de

i a 0 ¢ b

—
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@ — Applications

a. Calcul d’aires

. . .. b
e Pour calculer I'aire sous la courbe entre a et b d’'une fonction positive, on calcule fa f(x)dx .

Exemple 12 : Calculer I'aire A du domaine délimitée par la courbe de la

fonction f(x) = x3 + 2, I'axe des abscisses, et les droites x = 1 et x = 2.

Une primitive de f est donnée par la fonction F(x) = %x“ + 2x

A= [l f@)dx = [2x* + Zx]j = F(2) - F(1)

=G><16+4)—G+2)=6— =575u.a ..

1
4
e Pour calculer 'aire d’un domaine défini par une fonction changeant de signe, il faut découper l'intervalle
en plusieurs intervalles sur lesquels la fonction est de signe constant puis utiliser la relation de Chasles.
Exemple 13 : Calculer I'aire du domaine délimitée par la courbe de la fonction f
f(x) = x* — x — 2, I'axe des abscisses, et les droites x = —1 etx = 3
2 3
OnaA =A; +Ayavec A =— [ f(x)dx etA, = [, f(x)dx

o . . 1 1
Une primitive de f est donnée par la fonction F(x) = §x3 — Exz —2x
Aa

[ fedx = bt = 2x? - 2] =F@-F(-1)= -2 (2)= -2

[, f)dx = Ex3 — Zx? - 2x]2 =F(3)-F(2)=->- (_% — %

Ainsi, A = E+2 LR 6.33 u.a. szl
6 2 3

e Pour calculer 'aire d’'un domaine compris délimité par deux courbes on utilise la propriété suivante :

Propriété 7 : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I = [a; b] telle que pour tout x de |

ona f(x) < g(x).L’aire dudomaine délimitée par leur courbe respective Cr et C; et par les axes d’équation

x = aetx = bvaut f:[g(x) — f()] dx

Exemple 14 : Calculer I'aire du domaine délimitée par les courbes des fonctions
f(x) = x%et g(x) = —x% + 2x + 4, et les droites x = —1 et x = 2
OnadA = f_zl[g(x) — f(x)]dx = f_zl —2x%2 + 2x + 4 dx
Une primitive de g — f est donnée par la fonction F(x) = —gx?’ + x% + 4x
2
[2lg0) = Feldx = | =23 + 22 4 ax|_ =F@)-F(-1) =% - (=D

=—=9u.a.
3

Ainsi, A = 5u.a.
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b. Valeur moyenne d’une fonction

Définition 3 : Soit f une fonction continue sur l'intervalle I = [a; b]. On appelle valeur moyenne de f sur |

le nombre réel : yu = bflaf:f(x) dx

Remarque : Le réel u est le nombre tel que I'aire sous la courbe de f entre a et b soit égale a I'aire du

rectangle dont les c6tés ont pour mesures b — a et u.

“ N ]
lEEE

Exemple 14 : Calculer la valeur moyenne de la fonction f définie

par f(x) = ix +£sur I'intervalle I = [1;5]. 3 —_
H i
1 (5 1,51 7 i
Ona,u—;flf(x)dx—zlzx+zdx i
Une primitive de f est donnée par F(x) = %xz + %x 1
FG) - F()=2+2_1_ 12,8 _347-19 , %
0 1 2 3 4 5 5]

Doncy =X 10 = 2.5

Exemple 15 : On dispose ci-contre du relevé de vitesse d’une voiture télécommandé sur une durée de 10s.
On admet que la vitesse (en m/s) est donnée par la fonction v définie comme suit.

( t?
| Zt—? si0<t<3

ww={3 si3<t<8

| 3 1
k15——t si8<t<10 =,
2 g,

On note d(t) la distance parcourue (en m) au bout du temps t. (_)“1

W

w4

8 10
1) Calculer la vitesse moyenne du véhicule pendant les 10s de déplacement.

1 10

== [ v de =% [ [T e+ [ vt + [ v(e) de]

3 3 ¢2 313 8 10 2x3
Jov@®dt = |, 2t—?dt=[t2—g]o=9—3=6;f3 v()dt =5x3=15et [ v()dt ==—-=3

Doncu = 1—10 (6 + 15 + 3) = 2.4. La vitesse moyenne est donc de 2.4 m/s.

2) On admet que la fonction vitesse v(t) est la dérivée de la fonction distance d(t). Calculer la distance

parcourue pendant les 3 premiéres secondes.
Si v(t) = d'(t) cela signifie que la fonction d est une primitive de la fonction v : d(t) = fot v(x)dx

La distance parcourue pendant les 3 premiéres secondes est d(3) = f03 v(x)dx =6 m
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Fiche n°6 (S6-3b)

PRIMITIVES

Tale STI2D

(Calcul de primitives)

Déterminer les primitives des fonctions données, définies sur I.

1.

NS ot N

fl@)y=2° ; I=R 8 f()=1+y i [=Ej
glty=t" ; I=R

1 9. f(z) = Rz +1)(z? +2 - 17)3
fly=— ; I=R} " =24
ult)=t*-3t+4 ; I=R - 9(@) = 35 T3z TN
fz)=a%+2% -2 ; I=R 11. f(t) = —3cos(3t—2) ; I=R
f(x) =322 -5 +7x [=R 12. f(z) =(z+1)* ; I=R
f(z) =sin(dz) ; I=R 13. h(t) = cos(z)sin(z)? =R

5SS W (Primitives uniques)

Dans chaque cas, déterminer la primitive F' de f sur I qui vérifie la condition donnée.

1.
2.

3.

4.

(Primitives uniques)

Soit f la fonction définie sur | — 3;+oo[ par f(x) =
1.

f(x)=cos(z) ; F(0)=1 ; I=R

1
f)= 4 ¢ FM)=2 i I=E
f) = os(3t+g) ; F(%)Z% ; I=R
f(z) =322 +2) ; F(—l)z% ; I=R

22 + 62
(x +3)2°
Montrer qu’il existe deux réels a et b, que 'on déterminera, tels que, pour

tout = de | — 3;+o0[, f(z) =a+ Grae

En déduire les primitives de f sur | — 3; +o0.

1
Déterminer la primitive Fy de f sur | — 3; +o00[ qui vérifie F(0) = 1

(Exercice du bac STI2D Polynésie 2014)

Soit f la fonction définie sur |0 ; +oo[ par : f(z) =6lnx +ax+ b ol a et b sont des
constantes réelles. On appelle C¢ la courbe représentative de la fonction f dans un
repere orthogonal (O, I, J).

Le point A(1; 1) appartient & Cy et C; admet une tangente horizontale en son point
d’abscisse 2.

N. DAVAL

PARTIE A

Sur le graphique ci-contre, on a
tracé Cy (trait plein) ainsi que les
courbes I' et €.

L’une de ces deux courbes est
la représentation graphique de la
fonction dérivée f’ de f et 'autre
représente une primitive F' de f.

Indiquer laquelle des deux courbes est la représentation graphique de F'.
Par lecture graphique, déterminer f(1) et f/(2).
Donner U'expression de f’(z) en fonction de z et de a.

a l'aide des résultats précédents, montrer que pour tout x de l'intervalle
10; 400, [f(z) =6lnz — 3z + 4.

PARTIE B
Dans cette partie, on pourra vérifier la cohérence des résultats obtenus avec la courbe
C¢ fournie dans la partie A.

1. Calculer la limite de la fonction f lorsque = tend vers 0. Interpréter graphi-
quement cette limite.
3
2. Montrer que pour tout x de Uintervalle |0;+oco[, f'(z) = = (2 — z).
x
3. Etudier le signe de f(z) puis donner les variations de la fonction f.
4. En déduire que la fonction f admet un extremum dont on calculera la valeur
exacte.
PARTIE C

3
Soit H la fonction définie sur ] 0; +oo[ par : H(z) = 6xlnz — 51:2 — 2z.
1. Montrer que H est une primitive de f sur |0; 400 .

2. Calculer la valeur exacte de I = H(e)—H (1) puis en donner une interprétation

graphique.
3. (a) al’aide du graphique, donner la valeur de F(1).

(b) En déduire une expression de F(x) pour tout = dans I'intervalle ] 0; 400 |.

Lycée Georges Brassens
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Fiche n°8 (S8-6a) INTEGRATION - INTRODUCTION Tale STI2D

Exercice 1

Exercices 4 a 7 page 176 « Hachette ».

Exercice 2

Calculer les intégrales suivantes :

3 z 1
1. / (x 4+ 4)dz 4. /2 cos(z)dz 7. / (2t* —1) dt
0 0 -1
0 4 2
2 1 2 1
2. (x* 4+ x)dz 5. ~dz 8. 3t + | dt
2 1 X % t
-2 -1 3
1
3. / 463 dt 6. / 3% dw 9. / 2
0 2 1 T

Exercice 3

On donne ci-dessous la représentation graphique de la fonction f définie sur [0; §]

22+ x+4+6  size|0;2]
par: f(z) =< 4 six € [2;4] .
122 +4z +16 siax € [4;8]

Donner une interprétation graphique,

8
puis calculer/ f(z)dz.
0

Exercice 4

On a représenté, sur la figure ci-dessous, dans un repére orthonormal, la courbe
représentative I' d’une fonction g définie et dérivable sur R.

La courbe I" passe par les points O (0; 0) et A (2; 2). La droite (AB) est la tangente
en A ala courbe I'. La tangente a I au point C' d’abscisse 1 est paralléle a ’axe des
abscisses. Le domaine hachuré D est délimité par les droites d’équation x = 2, x = 3,
I’axe des abscisses et la courbe T'.

1. Déterminer graphiquement les valeurs de ¢(0), ¢(2), ¢’(1) et ¢'(2).
2. Avec la précision permise par le graphique :

(a) Déterminer les solutions des équations suivantes :
i) g(z) =2 i) g(x) = -2 iii) g(x) = 4.

N. DAVAL

(b) Plus généralement, déterminer, selon les valeurs de A, le nombre de solu-
tions de ’équation g(x) = A.

3. Une des représentations graphiques, figure, représente la fonction dérivée g’
de g. Déterminer laquelle en justifiant votre choix a I’aide d’arguments gra-
phiques.

4. (a) Une des représentations graphiques, représente une primitive G de g sur

R. Déterminer laquelle en justifiant votre choix a ’aide d’arguments gra-
phiques.

(b) En déduire I'aire du domaine hachuré D, exprimée en unités d’aire.

Lycée Georges Brassens
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(] [ ] ' [ ]
lntégratlon F|Che d exenlces (bac) 3. La fonction f est définie sur I'intervalle |0 ; +oo[ par fix) = %

5a courbe représentative est donnée ci-dessous :

@ QCM (Tiré de divers sujets de bac)
1. On donne ci-dessous la courbe %€ représentative d'une fonction f définie et dérivable 2 \
sur |0; +oo|.
-2
On pose I=J fix)dx. Un encadrement de [ est : -l
1 3
-_-——__l___—-__
a. 6<l=<8 . a ol L
- L]
55 -\\ GD 1 2 3 4
s \
b. 1<r5<2 1 III M Le domaine du plan défini comme I'ensemble des points M de coordonnées (x; y) qui vérifient
1
; J N 1= x<2et—< y< 1apouraire (exprimée en unité d'aire) :
] X
L) ;I \ = a. Inz
c. 3<l<d | \‘\' b L
i < . =
0, & |I I\h\.\_ 2
! i c. 1-In2
d. 13<T<18 0,5 %5 1 L6 X 36 3 36 4 45 5 G55 |
4, Lafigure ci-dessous donne la courbe représentative d'une fonction f définie

2. Surle graphique ci-dessous, |'aire grisée est délimitée par la courbe d'équation y = 2e™~,
I'axe des abscisses et les droites d'équation x = a et x = 2, ol1 @ est un nombre réel stric-

3
sur . En notant I 'intégrale f fx)dx, on aalors, en unités d'aire :
0

tement inférieur a 2.

\ H
¥ 4
yebet=[\
B
A\
™,
R
T
P,
-
e
a 0 1 2 3 F
Laire grisée a une valeur strictement comprise entre 0,5 et 1 unité d'aire lorsque a est
égala: a. 1<I<3 b. 0<I<9 c. 9<1=12 d. 12<71<22
a. -0,5
b. 0
c. 05
d. 1,5
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@’ QCM (Tiré de divers sujets de bac) @ Prothése auditive (Tiré du Bac Antilles Guyane 2016)

2
1. Une primitive de f définie pour x > 0 par f(x) =3x+ < est la fonction F telle que : On souhaite déterminer I'aire S en unité d'aire de la surface
d'une des faces principales du boitier plastique de I'appareil

3x? 2
.2 2 _ 33X —_3_ = —Br— - . .
a F=3¢+In(x*) b F=—+2nx) ¢ FW=3-—= d F&)=6x-2In auditif schématisé ci-contre.

2. L'intégrale jllnze—x dx estégale a: Une modélisation mathématiqgue a permis de représenter
_ cette surface.
A In2 -1 B. —
c. = D. 1-In2 ) . .
Ze Dans le plan muni du repére orthonorme {o; :.j“J, cefte surface comespond a la

partie du plan limitée par :

T
3. Proposition : lavaleur moyenne de la fonction f définie sur I'intervalle ’EEH par

2 1 H -
f(x)=cos(x) est — s On rappelle que la valeur moyennepu d'une fonction f définie et continue * Faxe des abscisses ;
sur un intervalle |a; b) est donnée par la formule : . les droites d'équations x = 1 etx = 2.5;
1 gt . . .
H= af flodx. . la courbe representative C de la fonction £ définie sur R par f(x) = (x — 1)e™**+25
- a
. la courbe représentative ¢, de la fonction g définie par :

4. Soit ¢ la fonction définie pour tout réel x strictement positif par
Gix) =xlnx —x + 2 pour tout réel x, gix) = —2x° + 12x — 16.
G est une primitive de la fonction g définie sur 0, +eo[ par:

- . 1. Sur l'annexe foumnie, hachurer la surface décrite précédemment.
A. g(x) =xlnx —1 B. g(x) = Inx + 2x P

. x2 j - . - o : .
C.g(x)=1-"+2x D. g(x) = Inx Four déeterminer I'aire S de cette surface, on decompose le calcul en deux parties.

2.  Calculer la valeur exacte de lntégrale suivante - I = j'zz“ig{x]d.x.

3. On souhaite calculer la valeur exacte de lintégrale suivante : ] = ff‘E fixydx ol f

est la fonction dont une expression est donnée dans la partie C.

a. Verifier qu'une primitive F de la fonction f sur B est la fonction définie par :
pour fout réel x, Fx) = —xe™¥+35,

b. En déduire la valeur exacte de l'intégrale J.

4. a. Déterminer la valeur exacte de aire 5 en unité d'aire.
b. En déduire la valeur arrondie & 107 de I'aire 5 en unité d'aire.
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Aileron Planche de Surf (Tiré de du bac Nouvelle-Calédonie 2015)

Une entreprise fabriquant des planches de surf congoit un nouveau modéle d'aileron. Cet aileron est com-
posé de deux parties :

— la partie supérieure ou « boitier » permettant de fixer I'aileron a la planche,

— la partie inférieure destinée a étre immergée dans 'eau.

Pour estimer la quantité de matiére nécessaire & la fabrication de la partie inférieure de I'aileron, I'entreprise

souhaite connaitre le mieux possible I'aire A du domaine hachuré.

Pour modéliser le profil latéral de la partie inférieure on se place dans un repére orthonormé avec une échelle

de 1 carreau pour 10cm et on se propose d'utiliser, pour des abscisses comprises entre 0,45 et 3, la courbe Cy
a

représentative de la fonction f définie sur J0 ; +oo[ par: f(x) = — + b+ 4In(x) ol1 @ et b sont des constantes
x

réelles qui restent a déterminer.

1-

|
I
I I
| |
1 T
[ I
[ I
[ |
0,45 1 X
. Evaluer I'aire A en nombre entier de carreaux en expliquant votre démarche.

. Déterminer graphiquement les valeurs de f(1) et de f'(1).

. Vérifier que le choix de a =4 et b= —3 répond au probléme posé.

A

. Soit la fonction F définie sur |0 ; +oof par F(x) = (4x+4)In(x) - 7x.
Montrer que F est une primitive de f.

5. Déterminer au cm? prés une valeur approchée de l'aire A.

@ Pont Retour (Tiré du Bac Polynésie 2015)

Un pont & une seule arche d'une longueur de 16 m enjambe une route a double
circulation.

La figure ci-dessous donne une vue de l'une des deux fagades de ce pont (1 unité
représente 1 métre).

La partie supérieure du pont est 4 une hauteur de 5 m au-dessus de la route.

La partie de I'axe des abscisses comprise entre -8 et 8 représente la chaussée sur
laguelle sont délimitées les zones de circulation des piétons, des cyclistes et des
véhicules motorisés.

=

(&)

OIS SR ——

A
1

P .

w
o

Lone piftons Piste cyclable  Véhicules motorisés Vehicules motorisés  Piste cyclable Zone piétons

Soit la fonction f définie, pour tout réel x de 'intervalle [—& ; 8], par

flx) = 5— 0,5(e?* + ¢702%)
La fagade du pont est |a partie grisée représentée sur la figure précédente.
1. Calculer la valeur exacte de lintégrale 1= I_Eglie"-“ + o702 )y

2. Vérifier que l'aire de la facade exprimée en m” vaut 5(e'¢ — ™14,

3. On veut peindre les deux fagades du pont. En déduire l'aire 5 exprimée en m* de la
surface totale 3 peindre : en donner une valeur en m? approchée 3 107 prés.

4. La peinture utilisée pour peindre les fagades du pont est vendue par bidon de 5
litre:s.
Sachant que cette peinture a une propriété de recouvrement de 3 m*® par litre,
combien de bidons sont nécessaires pour recouvrir les deux faces de cette
construction ?
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Voile d’un bateau (Tiré du Bac Antilles-Guyane 2017)

Dans cet exercice, \n désigne la fonction logarithme néperien et Funité de longuewur
est le métre ().

Un ingénieur prépare un plan pour fabriguer [a voile d'un petit bateau.

La voile est représentée en gris dans le repére orthonomé ci-dessous ol une unite
représente un métre. ¥

g est la représentation graphique de la fonction . :

f definie sur [0,1; + o= [ par:
flx) =12 + ax? + In(x)

oll a est un nombre résl qui sera déterming dans la
partie A.

S est le point de s d'abscisse 1.
A est le point de y d'abscisse 2. i
B est le point de Cr d'abscisse 5. "

D est le point d'intersecfion de la droite d'é&quation 4
x =2 et de la droite paralléle 3 l'axe des abscisses

passant par B. _

La voile est représentée par le domaine délimité parle | (L B

segment [AD], le segment [DB] et la courbe C; . Cr
il 1 7 3 \ 5 f

Partie A

La fonction £ désigne la fonction dérivée de f.

1. On supposs que la tangente 3 la courbe €y au point 5 est horizontale.
Cue vaut f1(1) ?

2. Calculer f'(x) pour tout réel x de [0,1;+ o |[.

3. a. Exprimer (1) enfonction de a.
b. Démonirer que a = —0,5.

Partie B

1. Monftrer que la fonction F définie sur [0,1;+ oo [par F(x) = 11x —%:ﬁ + x In(x)
est une primitive de Fsur 0,1 ;+ o= [.

2. a. Calculer la valeur exacte, exprimée en unité d'aire, de I'aire du domaine limite
par la courbe (;, laxe des abscisses el les droites d'équationx = 2
el x = &

b. Vérifier gu'une valeur approchée de cette aire, amondie au dixiéme,
est 20,2 m*.

Etude d’une fonction (Tiré du Bac Nouvelle-Calédonie 2014)

On donne ci-dessous une petite partie de la courbe représentative ¥ d'une fonction f définie et dérivable sur R,
dans un repére orthonormé du plan.
On note ' la fonction dérivée de f.
La courbe % passe par le point A (0; 5) et par le point B d”" abscisse 2.
T

b

0 1 2 3 4 5 ]
PARTIE A : Choisissez la bonne réponse

2
Un encadrement de f f(x) dx par des entiers naturels est :
(i

2 2 2 2
a.:iﬁ;ff(.r}d.xé_ﬂl h.5f~,ff[x}dxs:,? c.zal:f[x]d.rﬁ;.S d.us_ff[x}dxa;z
i} o (1]

PARTIEB

La fonction f représentée dans la PARTIE A est définie sur B par :

flx)=[-x" —2x+2)e " +3.
1. On admet que la limite de la fonction f en +oo est 3. Déterminer la limite de f en —oo.

2. Ondésigne par f’la fonction dérivée de la fonction f et on admet que pour tout nombre réel x appartenant
aR, f'x)=[F—4)e "
a. Ftudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.
b. En déduire le tableau de variation de la fonction f.

3. On considére la fonction F définie sur B par

Flx)=[x"+4x+2)e " +3x.
Veérifier que la fonction F est une primitive de la fonction f sur R.

4. On considére le domaine % du plan limité par la courbe % ["axe des abscisses et les droites d’équations x = 0
etx=2.

a. Calculer la valeur exacte de |'aire =, exprimée en unités d'aire, du domaine %.

b. Donner une valeur approchée de = au centiéme.
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Etude d’une fonction (Tiré du Bac Antilles-Guyane 2015) PARTIEB :

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) =x —4Inx + 1 Une entreprise fabrique des piéces de carrosserie de voiture. H— w
C; est la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormé. La forme d'une piece est donnée sur la figure ci-contre et 1
. . correspond & la zone hachurée sur le graphique de la page g
Les points A et E sont deux points de la courbe Cr. précédente. |
Le point A a pour coordonnées (1, 2) et le point E a pour abscisse 4. On souhaite déterminer la mesure de I'aire de la piéce en unité |
La tangente a Cr au point E est horizontale. d'aire. ‘ .
Le point D est le point de |la courbe Cr d'abscisse 2.
'” Les points B et C ont pour coordonnees respectives (1, 0)et (2, 0).
10
Soit la fonction ¢ définie sur 0, + oo| par :
)
G(x) = xIn(x) — x
84 -
1. Calculer la dérivée ¢’ de G.
i 2. En déduire une primitive F de la fonction f donnée dans la partie B sur [0, + cof.

oy

(5]

»N

T Cr

-
.

PARTIEA :
1. Déterminer graphiquement f(4) et f'(4)
2. Déterminer par le calcul f(4) et f'(4)

3. Comment peut-on expliquer les éventuels écarts entre les résultats des questions
let2?
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Déterminer la valeur exacte de l'aire de la piéce en unité d'aire ; puis en donner
une valeur arrondie 8 1072,

Flux d’énergie (Tiré du Bac Métropole 2013)

On éteint le chauffage dans une piéce d’habitation a 22h. La température y est
alors de 20°C. Le but de cet exercice est de calculer I'énergie dissipée a I’extérieur
de cette piéce d’habitation de 22h a 7h le lendemain matin. On désigne part le
. i temps écoulé depuis 22h, exprimé en heures.

' Le flux d'énergie dissipée vers |'extérieur, exprimé en kilowatts (kW), est donné par
la fonction g telle que, pour tout nombre réel ¢ de l'intervalle [0; 9],

g(f)=0,7e" 0120,

A _;/( 7 8 9 10 11 12 X L'énergie & ainsi dissipée entre 22 h et 7 h, exprimée en kilowattheures (kWh), s'ob-
tient en calculant I'intégrale

;]
&= f gindr.
0

1. Calculer la valeur exacte de I'énergie dissipée.
2. En déduire une valeur arrondie de & 4 0,1 kWh prés.



Etude d’une fonction (Tiré du Bac Polynésie 2016)

Soit f la fonction définie sur R par la relation f(x) = e ™2* + 5x

On a tracé ci-dessous, sa courbe représentative C ainsi que la tangente T a cette
courbe au point d’abscisse x = 0.

On admet que la courbe C se situe « au-dessus » de la tangente T sur R.

| L1 1/
\ 7
\ .

\ JAN)
. /
/
11 ’
.\ +
\ REN4
7/
(‘\ } //
NS

PARTIEA :
1. Déterminer par le calcul £(0) et f'(0)

2. En déduire une équation de la droite T

PARTIEB :
L'objectif de cette partie est de déterminer par un calcul I'aire A comprise entre la
courbe C, la droite T et les droites verticales d'eéquations x = 0 et x = 1.5.

1. Hachurer sur le dessin, en ANNEXE 2, 'aire A que I'on veut déterminer.
2. a. Déterminer une primitive de la fonction g définie sur R par :
pourtoutréel x, g (x) = e > + 2x- 1.

b. Justifier que I'aire A recherchée vaut, en unité d'aire :
A= " glx)dx.
¢. En déduire la valeur exacte puis I'arrondi a4 10 % de A_

Hangar (Tiré du Bac Métropole 2013)

Un architecte veut établir les plans d'un hangar pour ballon dirigeable. La forme de
la facade avant de ce hangar et les points (), A, B, 5, H et K sont donnés sur le schéma
ci-dessons. Cette fagade avant est symétrique par rapport an segment vertical [(35] et
OH = 30 m. L'arc 5A de la fagade avant correspond a une partie de la représentation
graphique d'une fonction définie sur Uintervalle [0; 60], dans un repére orthonormal
direct d'origine (3 du plan, ['unité étant le métre

3 Le cahier des charges impose les quatre

5 conditions suivantes :

« 05 =60

« HEK = 35:

¢ la fonction évoquée ci-dessus
doit &tre strictement décrois-
sante sur U'intervalle [0 60];

o OA = G0,
10
1 ] 1 1 ] LI ] 1 H 1 b
I 1 L] 1 1 L] LJ 1 L] 1 1 L] % x
—[H‘F—.’:[] —d40 —30 —20 —10 10 20 30 40 507

Partie A - Etude d'une fonction numérique
1. Vérifier que la fonction f définie sur [0:60] par f{z) = 80 — 20e™0%5= vérifie
les trois premiéres conditions du cahier des charges.
2. Déterminer, i l'aide de la caleulatrice, la valeur décimale approchée 4 107!
prés par exces du réel o qui vérifie fla) = 0.
Vérifier gque la guatriéme condition du cahier des charges est remplie.
Partie B - Calcul d'intégrale et application
1. (a) La fonction F est définie sur [0 :60] par F(z) = 80z — 800025,
Vérifier que la fonction F est une primitive de la fonction f sur [0 60].
(b} Caleuler la valeur exacte de Uintégrale J = flx)dz
Jo

(¢} Donner la valeur approchée, arrondie 4 1072 prés de J.
2. On souhaite peindre la surface extérieure de la facade avant.

(a) Déterminer 4 102 prés l'aire de cette surface exprimée en m?.

(b} La peinture utilisée pour peindre la surface extérieure de la facade avant est
vendue en bidons de 68 litres. Sachant que cette peinture a une propriété
de recouvrement de 0,2 métre carré par litre, combien de bidons sont
nécessaires pour peindre la surface extérieure de la facade avant
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