
 

 

 

 

 

 

 

Pour répondre à la problématique de John Neper, on recherche 
une fonction 𝑓 qui transforme le produit de deux nombres 
strictement positifs 𝑎 et 𝑏 en la somme des images de 𝑎 et 𝑏. 
On cherche donc une fonction 𝑓 définie sur ]0;+∞[, qui vérifie 
la relation fonctionnelle : 

(𝐸): 𝑓(𝑎 × 𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏) 
1) Montrer que si 𝑓 vérifie la relation (𝐸) alors on a 𝑓(1) = 0. 
2) On suppose maintenant que 𝑓 est dérivable sur ]0; +∞[. 

On fixe le nombre 𝑎 dans l’intervalle ]0;+∞[. 
Pour tout 𝑥 > 0, on a donc la relation suivante : 

𝑓(𝑎𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑥) 
a. Montrer que la dérivée de 𝑓 vérifie la relation : 

𝑎𝑓′(𝑎𝑥) = 𝑓′(𝑥) 
b. Ecrire la relation précédente pour 𝑥 = 1 puis en 

déduire que, pour tout 𝑎 ∈]0;+∞[, on 𝑓′(𝑎) =
𝑘

𝑎
 

où 𝑘 est une constante dont on précisera la valeur 
3) On impose comme condition supplémentaire 𝑓′(1) = 1 

Quelle est alors la dérivée 𝑓′ de 𝑓 ? 

Conclusion :  

On a montré que si 𝑓 est une fonction dérivable sur ]0 ; +∞[ 
vérifiant (𝐸) alors sa dérivée est forcément sous la forme :  

𝑓′(𝑥) =
𝑘

𝑥
 , où 𝑘 est une constante. 

On admet qu’il existe qu’une seule solution de l’équation (𝐸) 

dont la dérivée est 𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
. 

Cette fonction est appelée logarithme népérien de 𝑥  
Elle est notée ln⁡(𝑥) 
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 1  – La fonction logarithme népérien 

Définition 1 : On appelle logarithme népérien l’unique fonction, notée ln⁡(𝑥), définie sur ]0; +∞[, vérifiant : 

• ln s’annule en 1 : ln(1) = 0       

• ln ⁡ est dérivable sur ]0;+∞[, et on a :  ln′(𝑥) =
1

𝑥
. 

Remarque : Pour calculer la valeur d’un logarithme on utilise la touche  ⁡⁡⁡ln ⁡   de la calculatrice : 

Exemple 1 : Calculer l’image des nombres suivants par la fonction logarithme népérien. 

• ln(2) = 0.69  • ln(3) = 1.09  • ln(10) = 2.30  • ln(0.2) = −1.61 

Tableau de valeurs : A l’aide de la calculatrice on peut compléter le tableau suivant (arrondir à 10−2 près). 

𝑥 0.1 0.5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ln⁡(𝑥) −2.3 −0.69 0 0.69 1.1 1.39 1.61 1.79 1.95 2.08 2.2 2.3 

Courbe représentative : 

 

Limites :  

• lim
𝑥→0

ln(𝑥) = −∞ :  

• lim
𝑥→+∞

ln(𝑥) = +∞ (très lentement : 𝑙𝑛⁡1010 ≈ 23) 

Asymptotes : 

• Verticale : 𝑥 = 0 (axe des ordonnées) 

• Horizontale : Aucune 

Tangente : Equation de 𝑇1 

𝑇1: 𝑦 = ln ′(1)(𝑥 − 1) + ln⁡(1).         ln ′(1) =
1

1
= 1 

𝑇1: 𝑦 = 𝑥 − 1                                         ⁡ln ⁡(1) = 0 

Tableau de variation :  

 

Tableau de signe :  

 

Extremums : 

Pas de Maximum, pas de minimum 

Définition 2 : On note 𝑒 l’unique solution de l’équation ln(𝑥) = 1  𝑖. 𝑒. tel que ln(𝑒) = 1. On a : 𝑒 ≈ 2.718 

 

Propriété 1 : Soient 𝑥 et 𝑦 deux nombres strictement positif alors on a : 

• ln 𝑥 = ⁡ ln 𝑦 ⁡⇔ 𝑥 = 𝑦    • ln 𝑥 < ⁡ ln 𝑦 ⁡⇔ 𝑥 < 𝑦  • ln 𝑥 > ⁡ ln 𝑦 ⁡⇔ 𝑥 > 𝑦 

• ln 𝑥 < 0 ⇔ 0 < 𝑥 < 1    • ln 𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 1   • ln 𝑥 > ⁡0⁡ ⇔ 𝑥 > 1 

Exemple 2 : Résoudre les équations/inéquations suivantes : 

• ln(𝑥 + 2) = 1 ⇔ ln(𝑥 + 2) = ln(𝑒) ⇔ 𝑥 + 2 = 𝑒 ⇔ 𝑥 = 𝑒 − 2 ≈ 0.718  donc 𝑆 = {𝑒 − 2}. 

• ln(3 − 𝑥) > 0 ⇔ 3 − 𝑥 > 1 ⇔ −𝑥 > −2 ⇔ 𝑥 < 2  donc 𝑆 =] − ∞; 2[. 

𝑒 

1 

𝑒 

𝑇1 
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 2  – Propriétés algébriques 

Propriété 2 (Relation fonctionnelle) : Pour tous nombres strictement positifs 𝑎 et 𝑏, on a : 

ln(𝑎 × 𝑏) = ln(𝑎) + ln(𝑏) 

Exemple 3 : A l’aide du tableau de valeur et sans utiliser la calculatrice, calculer les valeurs suivantes : 

• ln(15) = ln(3 × 5) = ln(3) + ln(5) ≈ 1,1 + 1,61 = 2,72   

• ln(0.8) = ln(8 × 0.1) = ln(8) + ln(0.1) ≈ 2.08 − 2.3 = −0.22 

Les deux propriétés suivantes sont des corollaires (ou conséquences) de la relation fonctionnelle : 

Propriété 3 : Pour tous nombres strictement positifs 𝑎 et 𝑏, on a : 

(1) ln (
1

𝑎
) = −ln(𝑎)      (2) ln (

𝑎

𝑏
) = ln(𝑎) − ln(𝑏) 

Démonstration :  

(1) Pour tout 𝑎 > 0, on a ln (𝑎 ×
1

𝑎
) = ln(1) d’où ln(𝑎) + ln(

1

𝑎
) = 0. On obtient donc ln(

1

𝑎
) = − ln(𝑎). 

(2) Pour tous 𝑎, 𝑏 > 0, on a ln (
𝑎

𝑏
) = ln (𝑎 ×

1

𝑏
) = ln(𝑎) + ln (

1

𝑏
) = ln(𝑎) − ln(𝑏) (d’après (1) ) 

Exemple 4 : A l’aide du tableau de valeur et sans utiliser la calculatrice, calculer les valeurs suivantes 

• ln(0.25) = ln (
1

4
) = − ln(4) ≈ −1.39   

• ln (
2

3
) = ln(2) − ln(3) ≈ 0.69 − 1.1 = −0.31 

Propriété 4 : Pour tout nombre strictement positif 𝑎 et pour tout entier naturel 𝑛 : 

(1) ln(𝑎𝑛) = 𝑛⁡ln⁡(𝑎)      (2) ln(√𝑎) =
1

2
ln(𝑎) 

Démonstration : Soit 𝑎 > 0 et 𝑛 ∈ ℕ 

(1) ln(𝑎𝑛) = ln (𝑎 × …× 𝑎⏟      
𝑛−𝑓𝑜𝑖𝑠

) = ln(𝑎) + ⋯+ ln(𝑎)⏟            
𝑛−𝑓𝑜𝑖𝑠

= 𝑛 × ln(𝑎)  

(2) On ln(√𝑎²) = ln(𝑎) d’où 2 ln(√𝑎) = ln(𝑎) d’où ln(√𝑎) =
1

2
ln(𝑎). 

Exemple 5 : A l’aide du tableau de valeur et sans utiliser la calculatrice, calculer les valeurs suivantes 

• ln(1024) = ln(210) = 10 ln(2) ≈ 6.9   

• ln(√5) =
1

2
ln(5) ≈

1

2
× 1.61 ≈ 0.8 

Application : La propriété précédente permet de résoudre des inéquations de la forme 𝑞𝑛 ≥ 𝑎 ou 𝑞𝑛 ≤ 𝑎  

où l’inconnue 𝑛 est en puissance (avec 𝑞 > 0 et 𝑎 > 0) 

Exemple 6 : Résoudre les équations/inéquations suivantes : 

• 2𝑛 ≥ 350 ⇔ ln(2𝑛) ≥ ln(350) ⇔ 𝑛 × ln(2) ≥ ln(350) ⇔ 𝑛 ≥
ln(350)

ln(2)
≈ 8.5. Donc 𝑛 ≥ 9 

• 1.64𝑛 ≤ 8 ⇔ ln(1.64𝑛) ≤ ln(8) ⇔ 𝑛 ln(1.64) ≤ ln(8) ⇔ 𝑛 ≤
ln8

ln1.64
≈ 4.5. Donc 𝑛 ≤ 4 

• 0.8𝑛 > 0.25 ⇔ ln(0.8𝑛) > ln(0.25) ⇔ 𝑛 ln(0.8) > ln(0.25) ⇔ 𝑛 <
ln0.25

ln0.8
≈ 6.2. Donc 𝑛 < 6 

   Attention : ln 0.8 < 0 car 0.8 < 1 donc on divise par un nombre négatif et l’inéquation change de sens.  
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 3  – Fonction de la forme 𝒍𝒏⁡(𝒖) 

On considère une fonction 𝑢, définie, dérivable et strictement positive sur un intervalle 𝐼 

On s’intéresse dans ce paragraphe aux fonctions de la forme 𝑓(𝑥) = ln(𝑢(𝑥))  

Propriété 5 : La fonction ln 𝑢 est dérivable sur 𝐼 et on a ln′ 𝑢 =
𝑢′

𝑢
 

Exemple 7 : On considère la fonction 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 + 1). Calculer la dérivée 𝑓′ de 𝑓. 

𝑓 = ln 𝑢 avec 𝑢(𝑥) = 𝑥2 + 1 et donc 𝑢′(𝑥) = 2𝑥. Ainsi 𝑓 est dérivable sur ℝ et 𝑓′(𝑥) =
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
=

2𝑥

𝑥2+1
. 

Propriété 6 : Pour déterminer les limites de la fonction ln 𝑢 on utilise les deux règles suivantes : 

(1) « ln(0) = −∞ »     (2) « ln(+∞) = +∞ »  

Exemple 8 : On considère la fonction 𝑓(𝑥) = ln(𝑥2 − 4) définie sur ]2;+∞[. Déterminer les limites de 𝑓 aux 

bornes de son ensemble de définition. 

• lim
𝑥→2

𝑥2 −4 = 22 − 4 = 0 et « ln(0) = −∞ » donc lim
𝑥→2
⁡𝑓(𝑥) = −∞   

• lim
𝑥→+∞

𝑥2 −4 = (+∞)2 − 4 = +∞ − 4 = +∞ et « ln(+∞) = +∞ » donc lim
𝑥→+∞

⁡𝑓(𝑥) = +∞ 

 4  – Croissance comparée 

Lorsque 𝑥 tend vers +∞ les fonctions 𝑥 ↦ ln⁡(𝑥), 𝑥 ↦ 𝑥 et 𝑥 ↦ 𝑥𝑛  

tendent vers +∞ mais à des vitesses différentes : La fonction ln(𝑥) tend très 

lentement vers +∞, par rapport aux fonctions 𝑥 ↦ 𝑥 et 𝑥 ↦ 𝑥𝑛.  

Ainsi, lorsque 𝑥 tend vers +∞, les quotients 
ln𝑥

𝑥
 et 

ln𝑥

𝑥𝑛
 vont prendre des 

valeurs de plus en plus petites car le numérateur sera de plus en plus petit 

par rapport au dénominateur :  

𝑥 10 10² 103 104 105 1010 
ln 𝑥

𝑥
 0.2302 0.0461 0.0069 0.0009 1.2 × 10−4 2.3 × 10−9 

Propriété 6 (Croissance comparées) : On a les limites suivantes : 

(1) lim
𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥
= 0     (2) lim

𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥𝑛
= 0 (où 𝑛 entier naturel non nul) 

Remarque : Cette propriété est souvent utilisée pour lever certaines formes indéterminées. 

Exemple 9 : Calculer lim
𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥2+1
  (𝐹. 𝐼 ∶≪

∞

∞
≫)   

• 
ln 𝑥

𝑥2+1
=

ln𝑥

𝑥2(1+
1

𝑥
)
=
ln𝑥

𝑥2
×

1

(1+
1

𝑥
)
.  

• Or lim
𝑥→+∞

1

(1+
1

𝑥
)
=

1

(1+
1

+∞
)
=

1

1+0
= 1⁡et lim

𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥2
= 0 (d’après (1)) 

• Donc lim
𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥2+1
= 0 × 1 = 0 
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 5  – Logarithmes en d’autres bases 

a. Logarithme décimal 

Définition 3 : On appelle logarithme décimal la fonction, notée log⁡(𝑥), définie sur ]0; +∞[, par : 

log(𝑥) =
ln⁡(𝑥)

ln⁡(10)
 

Exemple 10 : Calculer (sans calculatrice) l’image des nombres suivants par la fonction logarithme décimal. 

• log(1) = 0   • log(10) = 1   • log(100) = 2  • ln(1000) = 3 

Propriété 7 : Pour tout entier naturel 𝑛, on a log(10𝑛) = 𝑛 

Remarque : Pour calculer la valeur d’un logarithme décimal on utilise la touche  ⁡⁡⁡log ⁡   de la calculatrice  

b. Logarithme en base 2 

Définition 4 : On appelle logarithme en base 2 la fonction, notée log2(𝑥), définie sur ]0; +∞[, par : 

log2(𝑥) =
ln⁡(𝑥)

ln⁡(2)
 

Exemple 10 : Calculer (sans calculatrice) l’image des nombres suivants par la fonction logarithme en base 2. 

• log2(1) = 0   • log2(2) = 1   • log2(4) = 2   • log2(8) = 3 

Propriété 8 : Pour tout entier naturel 𝑛, on a log2(2
𝑛) = 𝑛 

c. Logarithme en base 𝑎 quelconque  

• On peut définir de la même manière une fonction logarithme en n’importe quelle base 𝑎 : 

log𝑎(𝑥) =
ln⁡(𝑥)

ln⁡(𝑎)
 définie sur ]0; +∞[  

   Cette fonction vérifiera alors log𝑎(𝑎
𝑛) = 𝑛 pour tout entier naturel 𝑛. 

• Le logarithme népérien correspond alors au logarithme de base 𝑎 = 𝑒 : ln(𝑥) = log𝑒(𝑥) 

   On a donc 𝑙𝑛(𝑒𝑛) = 𝑛 pour tout entier naturel 𝑛. 

• Toutes les fonctions logarithmes, quelques soit leur base, possèdent les mêmes propriétés algébriques et   

   analytiques (sens de variation, signe, limites) que la fonction logarithme népérien. 
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 (Inequation avec l’inconnu en puissance) 

Résoudre les inéquations suivantes : 

1. 1.5𝑛 ≥ 250  2. 0.99𝑛 < 0.1           3. 50 × 0.8𝑛 > 20 

 (Retour sur les suites géométriques) 

1. Lors d’une expédition en montagne, on utilise un butagaz pour chauffer l’eau 

d’un torrent. La température de l’eau du torrent est de 12°𝐶 et on admet que le 

butagaz permet d’augmenter la température de l’eau de 15%  chaque minute. 

Combien de temps (en minutes entières) faudra-t-il attendre pour que l’eau bout ? 

2. Un bassin contient 1000 𝐿. On observe que la quantité d’eau diminue chaque 

jour de 5%. Au bout de combien de jour la quantité d’eau dans le bassin aura 

diminué de moitié ? 

5 

6 

7 

8 

1 10 

9 
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 Ex 11  QCM (Tiré de divers Sujets de Bac)  

 

 

 

 

 

 Ex 12  Etude de Fonction 1 (Tiré du Bac Antilles-Guyanne 2013) 
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 Ex 13  Etude de Fonction 2 (Tiré du Bac Nouvelle Calédonie 2013) 

 

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 Ex 14  Etude de Fonction 3 (Tiré du Bac Antilles Guyane 2015) 
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 Ex 15  Etude de Fonction 4 (Tiré du Bac Antilles Guyane 2014) 
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 Ex 16  Niveau sonore (Tiré du Bac Métropole 2018) 
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 Ex 17  Décibel (Tiré du Bac Métropole 2016) 

 

 Ex 18  Equipe aerospatiale (Tiré du Bac Septembre Métropole 2014) 
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