
 

 1  – La notion de « Variable aléatoire » 

a. Variables aléatoires discrètes 

Activité 1 : Banco 

Banco est un jeu de grattage de la Française des Jeux.  

C’est le plus ancien jeu de la Française des Jeux : il est apparu le 30 mai 

1990 et était vendu 5 𝐹. Depuis le passage à l’euro, le ticket est vendu 1 €. 

Pour 1 500 000 tickets, les lots sont résumés dans le tableau ci-contre. 

Dans tout l'exercice on note 𝑋 le gain du joueur.  

1) Quelles sont les valeurs possibles pour 𝑋 ? 

On dit que 𝑋 est une variable aléatoire : C’est un nombre dont la valeur dépend du hasard. 

2) On note « 𝑋 = 10 » l’évènement « Le joueur gagne 10 € ».  

a. Calculer 𝑃(𝑋 = 10)      b. Quelle est la probabilité de gagner le gros lot ? 

3) Compléter le tableau suivant : 

Valeur de 𝑋 (𝑥𝑖)          Total 

Probabilités (𝑝𝑖)           

Ce tableau est la loi de probabilité de 𝑋. Il précise avec quelle probabilité la variable prend telle valeur. 

4) a. Calculer 𝑃(0 ≤ 𝑋 ≤ 5)    b. Calculer 𝑃(𝑋 > 0) 

Pour calculer la probabilité d’un évènement, on additionne les probabilites des valeurs qui le compose. 

La somme des probabilités de toutes les valeurs est égal à 1. 

5) Combien le joueur gagne-t-il en moyenne par partie ? 

Ce nombre est appelé espérance de la variable 𝑋 et noté 𝐸(𝑋). C’est la valeur moyenne de 𝑋 lorsque 

l’expérience est répétée une infinité de fois. Il correspond à ce que l’on peut espérer gagner par partie. 

6) A l’aide de la calculatrice, déterminer la variance et l’écart-type du gain. 

La variance de la variable 𝑋, notée 𝑉𝑎𝑟(𝑋) ou 𝑉(𝑋), est un nombre qui mesure la dispertion des valeurs 

de 𝑋 autour de la moyenne : Plus il est grand plus les valeurs se dispersent, plus il est petit, plus elles sont 

« concentrées » autour de 𝐸(𝑋). Pour des raisons d’unités, on utilise souvent l’écart-type, notée 𝜎(𝑋), 

qui est définie comme la racine carré de la variance. 

Définition 1 : Soit 𝑋 une variable aléatoire discrète prenant les valeurs 𝑥1,…,𝑥𝑛 avec les probabilités 𝑝1,…,𝑝𝑛 

• L’espérance de 𝑋 est le nombre 𝐸(𝑋) = 𝑥1𝑝1 +⋯+ 𝑥𝑛𝑝𝑛 = ∑ 𝑥𝑖𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1  

• La variance de 𝑋 est le nombre 𝑉(𝑋) = (𝑥1 − 𝐸(𝑋))²𝑝1 +⋯+ (𝑥𝑛 − 𝐸(𝑋))²𝑝𝑛 = ∑ (𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))²𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1  

• L‘écart-type de 𝑋 est le nombre 𝑉(𝑋) = √𝜎(𝑋) 
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b. Variables aléatoires continues 

Activité 2 : Soit [𝑀𝑁] un segment de longueur 10 𝑐𝑚. On choisit au hasard un point 𝑃 du segment [𝑀𝑁] et 

on note alors 𝑋 la longueur du segment [𝑀𝑃] :  

1) Quelles sont les valeurs possibles pour 𝑋 ? 

La variable 𝑋 peut prendre une infinité de valeurs : On dit que 𝑋 est une variable continue. 

2) a. Quelle est la probabilité de choisir le nombre 1 ? le nombre 𝜋 ? Que vaut 𝑃(𝑋 = 𝑥) pour 𝑥 ∈ [0; 10] ? 

b. Quelle est la probabilité de choisir un nombre entre 3 et 7 ?  

c.  Que vaut 𝑃(𝑋 < 5) ? 𝑃(𝑋 ≥ 8) ? 𝑃(2 ≤ 𝑋 ≤ 6) ? 

3) On a simulé avec un tableur 5000  fois cette expérience aléatoire. On a représenté en figure 1 la 

répartition des fréquences à l’aide d’un histogramme.  

a. Quelle est approximativement la fréquence de chacune des dix classes ? 

b. Combien vaut l’aire totale de toutes les barres de l’histogramme ? 

c. On décide d’approximer cette histogramme par une fonction 𝑓 continue sur [0; 10]. 

Quelle fonction proposez-vous ? Tracer cette fonction en figure 2.  

       La fonction 𝑓 s’appelle la fonction de densité de la variable 𝑋.  

4) a.  On considère l’évènement « Choisir un nombre entre 2.5 et 6.2 ». Hachurer en figure 2, la partie   

      correspondante à cet évènement puis en déduire la valeur de 𝑃(2.5 < 𝑋 < 6.2). 

b.  En remarquant le fait que l’on s’intéresse à « l’aire sous la courbe » de la fonction 𝑓 entre 2.5 et 6.2  

      retrouver par le calcul le résultat précédent. 

      Pour tous nombres 𝑥1,𝑥2 tel que [𝑥1; 𝑥2] est inclus dans [0; 10], on a 𝑃(𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2) = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥2
𝑥1

. 

5) a.   Que pensez-vous de la valeur de l’espérance de la variable 𝑋 ?  

b.   Proposer une méthode informatique puis calculatoire pour trouver la valeur de 𝐸(𝑋) 

       
Soit 𝑋 une variable aléatoire continue à valeurs dans un intervalle 𝐼 = [𝑎; 𝑏].  

Définition 2 : Soit 𝑓 une fonction continue sur 𝐼. On dit que 𝑋 admet 𝑓 pour fonction de densité si pour tous 

nombres réels 𝑐 et 𝑑 de 𝐼 tels que 𝑥1 ≤ 𝑥2 on a : 𝑃(𝑐 ≤ 𝑋 ≤ 𝑑) = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑑

𝑐
 

 

Définition 3 : Pour les variables continues, on remplace dans les formules la somme ∑ par une intégrale ∫  : 

• L’intégrale de la fonction de densité est égal à 1 : ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
= 1 

• L’espérance de 𝑋 est le nombre 𝐸(𝑋) = ∫ 𝑡 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 

• La variance de 𝑋 est le nombre 𝑉(𝑋) = ∫ (𝑡 − 𝐸[𝑋])2 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
 et l‘écart-type de 𝑋 est 𝜎(𝑋) = √𝑉(𝑋) 

 

Figure 1 Figure 2 
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 2  – Loi Uniforme  

Définition 4 : On dit qu’une variable aléatoire 𝑋 suit la loi uniforme sur l’intervalle 𝐼 = [𝑎, 𝑏], si 𝑋 admet 

pour densité la fonction constante 𝑓(𝑡) =
1

𝑏−𝑎
.  

Notation : Lorsque 𝑋 suit la loi uniforme sur [𝑎; 𝑏], on note alors 𝑋 ∼ 𝒰(𝑎, 𝑏). 

Remarque : La loi uniforme permet de modéliser une situation équiprobabilité dans le cas continu : Les 

valeurs de 𝑋 sont répartis de manière uniforme sur l’intervalle [𝑎; 𝑏]. 

Exemple 1 : La variable 𝑋 de l’activité 2 suit la loi uniforme 𝒰(0,10). Sa densité est 𝑓(𝑡) =
1

10−0
=

1

10
. 

Propriété 1 : Si 𝑋 ∼ 𝒰(𝑎, 𝑏) alors pour tous nombres réels 𝑐 et 𝑑 de 𝐼 = [𝑎; 𝑏] tels que 𝑐 ≤ 𝑑, on a : 

𝑃(𝑐 ≤ 𝑋 ≤ 𝑑) =
𝑑−𝑐

𝑏−𝑎
  

Démonstration : Si 𝑋 ∼ 𝒰(𝑎, 𝑏) alors 𝑃(𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2) = ∫
1

𝑏−𝑎
 𝑑𝑡

𝑑

𝑐
= [

1

𝑏−𝑎
𝑡]
𝑐

𝑑

=
1

𝑏−𝑎
𝑑 −

1

𝑏−𝑎
𝑐 =

𝑑−𝑐

𝑏−𝑎
 

 

Exemple 2 : À l’arrêt de bus de la gare, un bus passe toutes les 20 minutes. Un voyageur ignore les horaires 

et arrive à cet arrêt de bus. On note 𝑇 la variable aléatoire représentant le temps d’attente, en minutes.  

On suppose que 𝑇 suit la loi uniforme 𝑇 ∼ 𝒰(0; 20). Quelle est la probabilité d’attendre le bus exactement 

5 minutes ? entre 5 et 10 minutes ? plus de 10 minutes ? 

La densité de la variable 𝑇 est la fonction 𝑓(𝑡) =
1

20−0
=

1

20
. 

𝑃(𝑇 = 5) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0
5

5
 ; 𝑃(5 ≤ 𝑇 ≤ 10) =

10−5

20−0
=

5

20
= 0.25 et 𝑃(𝑇 ≥ 10) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

20−10

20−0
=
1

2

20

10
 

Propriété 2 : Si 𝑋 ∼ 𝒰(𝑎, 𝑏) alors 𝐸(𝑋) =
𝑎+𝑏

2
 et 𝑉(𝑋) =

(𝑏−𝑎)²

12
    

Démonstration : Si 𝑋 ∼ 𝒰(𝑎, 𝑏) alors : 

• 𝐸(𝑋) = ∫ 𝑡 .
1

𝑏−𝑎
 𝑑𝑡 =

1

𝑏−𝑎
∫ 𝑡 𝑑𝑡 =
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
 =

1

𝑏−𝑎
[
𝑡2

2
]
𝑎

𝑏

=
1

𝑏−𝑎
(
𝑏2

2
−
𝑏2

2
) =

1

𝑏−𝑎
(
𝑏2−𝑎²

2
) =

(𝑏+𝑎)(𝑏−𝑎)

2(𝑏−𝑎)
=
𝑎+𝑏

2
 

• Résultat admis pour la variance (Calcul trop technique).  

Exemple 3 : Calculer l’espérance, la variance et l’écart-type de la variable 𝑇 de l’exemple précédent. 

• 𝐸(𝑇) =
0+20

2
= 10. Le temps moyen d’attente sera de 10 𝑚𝑖𝑛. 

• 𝑉(𝑇) =
(20−0)2

12
=
400

12
= 33,33… et 𝜎(𝑇) = √33.33… ≈ 5.77
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 3  – Loi Exponentielle  

Définition 5 : Soit 𝜆 un nombre réel tel que 𝜆 > 0. On dit qu’une variable aléatoire 𝑋 suit la loi exponentielle 

de paramètre 𝜆 si 𝑋 admet pour densité la fonction 𝑓 définie sur [0; +∞[ par 𝑓(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡.  

Notation : Lorsque la variable 𝑋 suit la loi exponentielle de paramètre 𝜆,  

on note alors 𝑋 ∼ ℰ(𝜆). 

Remarque : On utilise la loi exponentielle pour modéliser la durée de vie 

d’un phénomène sans mémoire, ou sans vieillissement, ou sans usure. 

En d’autres termes, le fait que le phénomène ait duré pendant un temps 

𝑡 ne change rien à son espérance de vie à partir de ce temps-là. 
 

Propriété 3 : Si 𝑋 ∼ ℰ(𝜆) alors pour tout nombre réel 𝑥 ≥ 0 on a : 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 1 − 𝑒−𝜆𝑥  

Démonstration : Si 𝑋 ∼ ℰ(𝜆)  alors 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝑃(0 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝜆𝑒−𝜆𝑡 𝑑𝑡
𝑥

0
. Or une primitive de la 

fonction 𝑓(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡 est 𝐹(𝑡) = −𝑒−𝜆𝑡  donc 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 𝐹(𝑥) − 𝐹(0) = −(𝑒−𝜆𝑥 − 1) = 1 − 𝑒−𝜆𝑥. 

Exemple 4 : La durée de vie, en heures, d’un composant électronique est une variable aléatoire 𝑇 qui suit 

une loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 0,00005. Déterminer la probabilité que ce composant tombe en 

panne avant 10 000 ℎ, après 15 000 ℎ, puis entre 10 000 ℎ et 15 000 ℎ de fonctionnement 

• 𝑃(𝑇 ≤ 10 000) = 1 − 𝑒−0.00005×10 000 = 1 − 𝑒−0.5 ≈ 0.4 

• 𝑃(𝑇 ≥ 15 000) = 1 −  𝑃(𝑇 ≤ 15 000) = 1 − (1 − 𝑒−0.00005×15 000) = 𝑒−0.75 ≈ 0.47 

• 𝑃(10 000 ≤ 𝑇 ≤ 15 000) =  𝑃(𝑇 ≤ 15 000) − 𝑃(𝑇 ≤ 10 000) = 0.53 − 0.4 = 0.13 

Propriété 4 : Si Si 𝑋 ∼ ℰ(𝜆) alors 𝐸(𝑋) =
1

𝜆
  et 𝑉(𝑋) =

1

𝜆²
  

Démonstration : On admet le résultat pour la variance. Pour l’espérance on raisonne en trois étapes : 

1) Montrer que la fonction 𝐺(𝑡) = −𝑡𝑒−𝜆𝑡 −
1

𝜆
𝑒−𝜆𝑡 est une primitive de la fonction 𝑔(𝑡) = 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡 

On dérive la fonction 𝐺 : On a (𝑒−𝜆𝑡)′ = −𝜆𝑒−𝜆𝑡 et (𝑡𝑒−𝜆𝑡⏟  
𝑢×𝑣

)

′

= 1 × 𝑒−𝜆𝑡 + 𝑡 × −𝜆𝑒−𝜆𝑡 = 𝑒−𝜆𝑡−𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡 

D’où 𝐺′(𝑡) = −(𝑒−𝜆𝑡−𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡) −
1

𝜆
× (−𝜆𝑒−𝜆𝑡) = −𝑒−𝜆𝑡 + 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡 + 𝑒−𝜆𝑡 = 𝜆𝑡𝑒−𝜆𝑡 = 𝑔(𝑡). 

2) Montrer que lim
𝑥→+∞

 𝐺(𝑥) = 0. On pourra utiliser une croissance comparée (C.C). 

𝐺(𝑥) = −𝑥𝑒−𝜆𝑥 −
1

𝜆
𝑒−𝜆𝑥 : Lorsque 𝑥 → +∞,  −𝜆𝑥 → −∞ (car 𝜆 > 0) et donc 𝑒−𝜆𝑥 → 0 d’où 

1

𝜆
𝑒−𝜆𝑥 → 0. 

−𝑥𝑒−𝜆𝑥 = −
𝑥

𝑒𝜆𝑥
= − 

1

𝜆

𝜆𝑥

𝑒𝜆𝑥
=
1

𝜆

1

𝑒𝜆𝑥

𝜆𝑥

. Or comme 𝜆𝑥 → +∞ (car 𝜆 > 0),  
𝑒𝜆𝑥

𝜆𝑥
→ +∞ (C.C) et donc 

1

𝜆

1

𝑒𝜆𝑥

𝜆𝑥

→ 0 

3) Calculer l’espérance 𝐸(𝑋). On pourra utiliser l’égalité ∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 = lim
𝑥→+∞

∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

0

+∞

0
 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑡. 𝜆𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡 = lim
𝑥→+∞

∫ 𝑔(𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑥

0

+∞

0
 lim
𝑥→+∞

 𝐺(𝑥) − 𝐺(0) = 0 − (−
1

𝜆
) =

1

𝜆
 

Exemple 5 : Déterminer la durée de vie moyenne du composant électronique de l’exemple précédent. 

𝐸(𝑇) =
1

0.00005
= 20 000. La durée de vie moyenne du composant sera de 20 000 ℎ. 
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Fiche n◦9 (S9-10a) Loi uniforme - Loi exponentielle Tale STI2D

Exercice 1

Aux heures d’ouverture de la gare routière de Saint-Denis, le « Z’éclair » passe toutes
les heures à destination de Saint-Pierre. Un voyageur, qui n’a pas eu le temps de se
renseigner sur les horaires, se présente dans la gare. On note X la variable aléatoire
donnant le temps d’attente, en minutes, de ce voyageur dans la gare.

1. Quelle loi suit la variable aléatoire X ?
2. Calculer la probabilité que le voyageur attende :

(a) exactement 15 minutes (b) entre 15 et 30 minutes (c) plus de 40 minutes.
3. Quel est le temps d’attente moyen ?

Exercice 2

Soit [AB] un segment de longueur 10 cm. On choisit au hasard un point M sur [AB]
et on note X la variable aléatoire donnant la distance AM , en cm.

1. Quelle loi suit la variable aléatoire X ainsi définie ?
2. Calculer la probabilité que le point M :

(a) soit le milieu I de [AB] ;
(b) appartienne au segment [AC], où C est le point de [AB] tel que AC = 3 ;
(c) soit plus près de B que de I.

Exercice 3

On choisit un nombre réel au hasard entre 0 et 2. Déterminer la probabilité qu’il soit

compris ente
1
3

et
1
2

.

Exercice 4

Noé et Quentin se sont donné rendez-vous devant le cinéma entre 14h00 et 14h30.
Noé arrive à 14h10 tandis que Quentin considère que son arrivée, entre 14h00 et
14h30 est le fruit du hasard. Déterminer les probabilités suivantes :

1. Quentin arrive moins d’une minute après Noé ;
2. Quentin arrive avant Noé ;
3. Noé attend Quentin plus de 10 minutes.

Exercice 5

Soit T une variable aléatoire qui suit la loi exponentielle de paramètre 0,02. Déter-
miner les probabilités suivantes :

1. P (T ≤ 50) 2. P (T > 100) 3. P (2 000 ≤ T ≤ 3 000).

Exercice 6

1. À la caisse d’un magasin, on admet que la variable aléatoire T qui, à un client
pris au hasard, fait correspondre le temps de son passage en caisse exprimé
en secondes, suit la loi exponentielle de paramètre µ = 0, 008.
(a) Pour un client pris au hasard, quelle est la probabilité que son passage en

caisse dure moins de 2 minutes ? Plus de 5 minutes ?
(b) Quel est le temps moyen de passage en caisse dans ce magasin ?

2. Une file d’attente se forme devant cette caisse. Un client arrive dans la file. On
admet que la variable aléatoire T ′ qui donne le temps (en secondes) entre l’ar-
rivée de deux clients successifs dans la file d’attente suis une loi exponentielle
de paramètres λ.
(a) Sur la plage horaire considérée, il arrive en moyenne un client toutes les

150 secondes devant cette caisse. En déduire la valeur du paramètre λ.
(b) On démontre que, dans une telle modélisation, le nombre moyen de clients

dans le système (personne servie en caisse et personnes dans la file d’at-

tente) est
ρ

1 − ρ
où ρ =

λ

µ
. Donner, à l’entier près, le nombre de personnes

en moyenne dans la file d’attente.

Exercice 7 (Bac STI2D, Antilles 2014)

Dans cet exercice, on s’intéresse à deux types A et B de téléviseurs à écran plat.
Les réponses aux questions 1.(a.), 1.(b) et 1.(c) seront arrondies au centième.

1. La durée de fonctionnement, exprimée en heures, d’un téléviseur du type A,
avant que survienne la première panne, est modélisée par une variable aléatoire
X suivant la loi exponentielle de paramètre λ = 2 × 10−5.
(a) Calculer la probabilité que la première panne survienne avant la 32 000e

heure de fonctionnement.
(b) On s’intéresse à un téléviseur de type A fonctionnant chaque jour pen-

dant 4 heures. Calculer la probabilité que la première panne d’écran ne
survienne pas avant 10 ans. On prendra 1 année = 365 jours.

(c) Calculer la probabilité que la première panne survienne après 10 000 heures
et avant 4 000 heures de fonctionnement.

(d) Calculer l’espérance mathématique de la variable aléatoire X et en donner
une interprétation.

2. La durée de fonctionnement avant la première panne d’un téléviseur de type
B est modélisée par une variable aléatoire Y suivant la loi exponentielle de
paramètre λ′. Une étude statistique a permis d’évaluer P (Y 6 32 000) = 0, 8.
Calculer la valeur arrondie à 10−5 de λ′.
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 Ex 1  Pales éoliennes (Tiré du bac Métropole Septembre 2015) 

 

 

 

 

 

 

 Ex 2  Pales éoliennes (Tiré du bac Antilles-Guyanne 2018) 
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 Ex 3  Pont levant (Tiré du bac Métropole 2016) 

 
 

 Ex 5  QCM (Tiré de divers sujet de bac) 

 

 

 

 Ex 4  Eolienne (Tiré du bac Métropole Septembre 2017) 
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 Ex 6  Batteries Lithium-Ion (Tiré du bac Polynésie 2018) 

 
 

 Ex 7  Iode radioactif (Tiré du bac Antilles-Guyane 2017) 

 
 

 Ex 8  Eolienne (Tiré du bac Septembre Metropole 2017) 

 
 

 Ex 9  Propositions (Tiré de divers sujet de bac) 

 

 

 

2 

1. 

1 

2 

2. 

 

  
www.zmaths.net 


