Chapitre G1 : Nombres complexes

— Forme algébriqgue d’'un nombre complexe

a. Définitions, Représentation graphique

L'ensemble des nombres complexes est une extension de I'ensemble des nombres réels :

Définition 1 : L’ensemble C des nombre complexes posséde les caractéristiques suivantes :
* |l contient le nombre imaginaire i qui vérifie i? = —1.
* Tout élément z de C s’écrit de maniére unique sous la forme (dite algébrique) z = a + ib aveca, b € R.

e a est |a partie réelle de z notée a = Re(z) et b est |a partie imaginaire de z notée b = Im(2)

Remarque:

e i & R: Dans l'ensemble des nombres réels, un carré est toujours positif.

e Ona R c C: Unnombre réel est un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle.
e Lorsque Re(z) = 0, on dit que z est un nombre imaginaire pur.

e Deux nombres complexes sont égaux s’ils ont la méme partie réelle et la méme partie imaginaire.

Exemple 1 : Voici trois exemples de nombres complexes
ez=3—1i. OnaRe(z) =3etim(z) =-1
!

ez =-=2i. OnaRe(z')=0etIm(z") =—2. Cestunnombreimaginaire pur

o7 =2. OnaRe(z") =2etIm(z") =0. Cestunnombre réel

Représentation graphique : Le plan complexe est un plan muni d’'un repére orthonormé, ou I'axe des

abscisses est appelée I'axe des réels et I'axe des ordonnées est appelée I’axe des imaginaires : b z=a+bi
¢ Chaque nombre complexe z = a + ib est représenté par le point de coordonnées M (a; b). '

* M est appelé I'image du nombre z et noté M(z).

* 7 est appelé I'affixe du point M et noté z,. 0 a

Exemple 2 : Dans le plan complexe ci-dessous.

1) Lire les affixes des points A4, B, C et D. : : - Im#
Zy=3+2i — nB _____ _______ _____
75 =3i BUUOU SO SO SV O SOV OO~

ZC:_Z

zp = —1—i ey

.
Y

2) Placer les points M(z),M(z") et M(z'") images des

nombres complexes z, z' et z'' de 'exemple 1.
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b. Opérations sur les nombres complexes

On définit sur I'ensemble des nombres complexes C une addition et une multiplication qui possede les
mémes propriétés que celles de R. En pratique, les calculs avec les nombres complexes fonctionnent de la

méme maniére qu’avec des nombres réels avec une régle de calcul supplémentaire : On remplace i* par —1.

Exemple 3 : On considére les nombres complexes z; = 2 — 5i et z, = 3 + 9i.
Déterminer les parties réelles et imaginaires des nombres complexes suivants :
e Addition:z, + 2z, =(2—-5i))+(3+9i)) =2+3—-5i+9i=5+4i

e Soustraction:z; —z, = (2—5i) —(3+9i)) =2—-3-5i—9i=—-1—-14i

e Multiplication : z; X z, = (2 —5i)(3+9i) = 6 + 18i — 15i — 45i? = 6 + 3i + 45 = 51 + 3i
_ 2-50 _ (2-50)(3-90) _ 6-18i-15i+45i" _ 6-33i-45 _ -39-33i _ 39 _ 33 13 11,

——— ==

o« o e Zq
¢ Djvision : — = = = = =
Z, 3490  (3+9)(3-90) 32—-(9i)2 9+81 90 90 90 30 30

Méthode : Pour calculer le quotient de deux nombres complexes, on multiplie le dénominateur par la
quantité conjugué (voir ci-dessous) afin d’éliminer le i au dénominateur. On peut alors utiliser I'identité

remarquable : (a + b)(a — b) = a? — b2.
Remarque : De méme que dans R, la division par « 0 » est une opération interdite dans C

Exemple 4 : Calculer les puissances successives du nombre imaginaire i :

il =i «i2=-1 «3=i?xi=—i cit=i2x?=1
«iS=itxi=i «if=-1 «i7=-i «if=1

On trouve périodiquement i, —1, —i, 1, etc.

c. Conjugué d’un nombre complexe

Définition 2 : Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle conjugué de z, et on note Z, le nombre

complexez =a —ib

Exemple5: 3 +21=3-2i; e —1—1=-1+41i; 31 =-3i; e —2=-2
Remarque : Am ayib
e Les points d’affixes z et Z sont symétriques par rapport a I'axe des réels.
Re

* Un nombre complexe est réel si et seulementsiz = Z 0| a
* Un nombre complexe est imaginaire pur si et seulementsiz = -z b

Z=a-ib
Propriété 1 : Pour tous nombres complexes z et z', on a les propriétés suivantes :
oz+z =72+7 ezxz =72%x7

z z — -n .

‘\)=% e 7z = Z™ (avec n entier naturel non nul)

e Siz=a+ibalors zZ = a® + b?

Exemple 6:Siz =2 —5ialorszz = 22 + 52 =4+ 25 =29
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@ — Forme trigonométrique d’un nombre complexe

La forme algébrique permet de repérer un nombre complexe z = a + ib par un systéeme de coordonnées

cartésienne (a, b). L'image M du nombre complexe z peut étre également repéré d’une autre maniére par :

e La distance r entre le point M et I'origine O du repeére. Alm
e L'angle 8 formé par I'axe des abscisses et la droite (OM). bp—=—-— M
Définition 3 : Soit z = a + ib un nombre complexe et M son image. r :
* On appelle module de z, et on note |z|, la distance r = OM. e i e
e On appelle argument de z, et on note arg(z), I'angle orienté 6 = (u; W). . U‘J‘: E']
Exemple 7 : Dans le plan complexe, on a représenté I'image de quelques nombres complexes.
1) Al'aide du graphique ci-contre déterminer : 3_3'
14| = 4 « arg(4) = 0 MEFTTT
«|3i| =3 o arg(3i) zg 2i .‘
o|-4-3i| =VE+32=5 earg2+2i) =" M(2) " | |
2) Représenter les nombres complexes tel que : '_.4 _3 2 4 ﬂ‘ 1 2 3 :4}'_
o|z| = 4 carg(z) =7 =1i
¢ lz| =2 carg(z) = -7 _oigM(2)
o|z| =3 e arg(z) = %n .C T g f )
Remarque : Pour tout nombre complexe z, on a |Z] = |z| et arg(Z) = —arg(z)

Soit z = a + ib un nombre complexe et M son image dans le plan complexe. Plagons le point A(a, 0).
Le triangle OAM est donc rectangle en A eton a OA = |a| et AM = |b|.
D’aprés le théoréme de Pythagore, ona : OM? = 0A% + AM? = a? + b* et donc OM = +/a? + b>.

De plus, a I'aide des formules de trigonométrie on obtient :

coté adjacent 0OA a . coté opposé AM b
ecos(f) =——mMmMmMm=—== e sin(f) =———mmm="—=—
( ) hypothénuse oM r ( ) hypothénuse oM r

Ainsi on obtient a = r X cos(8) et b = r X sin(@). En remplagant dans la forme algébrique, z s’écrit :

z=a+ib=rcos(0)+irsin(@) = r(cos(@) + isin(h))

Propriété 2 : Tout nombre complexe z = a + ib peut s’écrire la forme (dite trigonométrique) suivante :

z =r(cos(0) + isin(0)) avecr = |z| et 8 = arg(z). De plus on a les formules suivantes :

er =+a%+b? * cos(6) =% e sin(0) =§

Exemple 8 : Déterminer la forme trigonométrique du nombre complexe z = /3 + i

r=+v3+1=+4=2;cos(9) = \/Z—get sin(9) = %donc@ = g. On adoncz = 2(cos (g) + isin (%))

Exemple 9 : Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z = 4 (cos (g) + isin (g))

a = rcos(0) =4cos(%) =4><%=2etb = rsin(@) =4sin(%) =4><\/?§= 2v/3. Ainsi, z = 2 + i2+/3.
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@ — Forme exponentielle d’'un nombre complexe

La forme exponentielle est une notation d’'un nombre complexe qui permet de simplifier les calculs.

On pose e = cos(0) + i sin(0)

Propriété 3 : Tout nombre complexe z = a + ib peut s’écrire la forme (dite exponentielle) suivante :

z=re'% avecr = |z| et 6 = arg(2)

Exemple 8 : Déterminer la forme exponentielle du nombre complexe z =1+ i

—J1Z+ 12 =7 — L V2 g _1_¥ _r -
=412+1 —ﬁ,cos(@)—ﬁ— > etsin(8) = = ="-doncf = . o
T i@
Onadoncz =+2e'r |
R -2 =10 1 2 3 4
Exemple 9 : Déterminer la forme algébrique du nombre complexe z = 3e™ 'z -l
b4 b4 . T =2i
= = — - = —_—) = = —_—) = X (— = —
r=3eth > a 3 cos ( 2) Oeth =3 sm( 2) 3x(-1) 3 —SiQM{_SI}
Onadoncz = —3i.
. . l'E _iz
Valeurs a connaitre : e ¢!® = 1 o™ =—1 ee2=]| e 2z =—j
Propriété 4 (admise) : Pour tous nombres réels 8 et 8, on a les égalités suivantes :
. . . . 19 —_— .
elf x pif" — gi(6+6") . e% — 10 o e_f’ — i(6-6") o glf = p—if

Exemple 10 : On considére z; le nombre complexe de module 2 et d’argumentget Z, le nombre complexe
de module 3 et d’argument — g.

1) Ecrire la forme exponentielle de z; et z,.

. TT

.TT
z;=2e'setz, =3e "4

2) Calculer z; puis déterminer son module et son argument.

wl:l

— E —iE _ _
7Z; =2e3=2xe5 =2e”"3 donc|z;| = |z,| = 2 et arg(z;) = —arg(z,) = —g
1 .
3) Calculer —_ Puis déterminer son module et son argument.
2

1 1 1
7 =X
Z2 3e ‘2

1
Z2

1 1 1 T
:—84 onc =—=-¢t ar (—)=—ar VA =-
% d lzz| 3 € & Z3 g( 2) 4

e
4) Calculer z; X z, puis déterminer son module et son argument.
o i —iE _ i =T\ _ o iG-Ty _  iCEEy il
Z; Xz, =2e3x3e "t =(2x%x3)x(esxe 1) =6e"57¢ =6e''12712) = 6e'1z
Donc |z X z3| = |z1| X |z,] =2 X 3 = 6 etarg(z; X z,) = arg(z,) + arg(z,) = g + (— E) ==

zZ . s .
5) Calculer Z—l puis déterminer son module et son argument.
2

.TT .TT
| [ 41T 3T .71
2e’3 2 es = 2 pals
Z_1:—,n=—>< - ><el(3+4):—><e(12+12)=—><6112-
Zy 3¢ 3 e 7 3 3
Donc |2] = 22l = 26t ar (Z—l)—ar (zy) —ar (Z)—E—(—E) =z
zl  lzy] 3 g\z, gLz 8\Z2 3 4 12°
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@ — Utilisation des nombres complexes en géométrie

Propriété 5 :

- a a ez 2 . z . =
e Tout vecteur v (b) peut étre associé a un nombre complexe z3 = a + ib appelé affixe du vecteur v.

* 'affixe du vecteur AB est donné par le nombre complexe z;z = Zg — z4.

e Le module de I'affixe du vecteur AB correspond a la distance AB : AB = |zg — z,]|.

« 'argument de Iaffixe du vecteur AB correspond a I'angle orienté (ii; AB) : (1i; AB) = arg(zs — z,).

Exemple 11 : On considere les nombres complexes zy = 2 +ietzg = 4 + 3i

1) a. Calculer I'affixe du vecteur AB

4i
Zg =2p—Z,=4+3i-Q+)=@-2)+@Bi—i) =2+ 2i. it °
|
b. Calculer la distance AB )i
|
AB =|zz—z4| = |24 2i| =+/224+22=V8=V4x2=2V2 , A
|
c. Calculer I'angle (i ; AB) u
(ﬁ'ﬁ)zarg(2+2i)=9 T 1[? 1 2 3 4
=11
2 _1_ £ _ 2 _ E _z
cos(8) = 2\/_ 5= et sin(9) = 2\/_ donc @ = Z
2) On considere le point C d’affixe z, = 3e 2
a. Calculerladistance AC
zc =3idoncAC = |3i — (2 +i)| = |-2+2i| = /(=2)2 + 22 =8 = 2V2
b. Déterminer I'angle (E?); TC)
(AB; AC) = (4B; 1) + (#; AC) = —(&; 4B) + (a-ﬁ) = (&; AC) — (i; 4B)
-1 V2 V2 3
Or (u AC) = arg(—2 + 2i) = O et cos(0) = 2\/_ =5= ——etsm(H) = 2\/_=7donc0 :T”
Donc (AB;AC) =X -2 =22 =C
4 4 4 2
c. En déduire la nature du triangle ABC
OnaAB = AC et A = 90° donc le triangle ABC est rectangle en 4
Zpt Zp

Propriété 6 : On considere A et B deux points du plan. I est le milieu du segment [AB] & z; =

2

Exemple 12 : Soient les nombres complexes zy = =2+ 3i;zg =4 +i;zc =3 +4ietzpy = —1

1) a. Calculer I'affixe du milieu I de [AB]

7. = Zpt+ Zp — —243i+4+i — 2+4i — 1 + Zl
I 2 2 2

b. Vérifier que I est le milieu de [CD]

ZC; D — 3+4i;(_1) = ZJ;M =1+ 2i = z; donc I milieu de [CD]

4

4

o

-2D-1 0

c. En déduire la nature du quadrilatére ACBD
C’est un parallélogramme car ses diagonales se coupent en leur milieu.

2) Montrer d’une autre maniere que ACBD est un parallélogramme.
=B+4i))—(-2+3i) =5+ietzpgz=—1—-(4+i)=5+1i
Donc AC = DE et ACBD est un parallélogramme.
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Nombres complexes - Fiche d’exercices

@ On considere les nombres complexes z; =1 +ietz, =1 —1i

, . Z Z1+Z
Calculer la forme algébrique de z; X z, ; = ; =2
Z2 21722

@ Soient les nombres complexes z; = 1+1i;2z, =3 —2ietz; = =54 2i
e z 1 1 Zq
Calculer la forme algébrique de 2z, ; 2,25 ; ——; — + —;
g q 12232223 o 0 Zozs

@, On considere le nombre complexe z = 2 — 2i
1) Déterminer la forme algébrique de Z

2) Placer les points M(z) et M(z")

3) Calculer mentalement zZ. -2-1 |u1 2

. . s 1 1
4) Déterminer la forme algébrique de -7

Résoudre dans C les équations suivantes :
1) Q+i)z—3=1+i

2) 345iz=8+2i

3) (4i+2z)i=2-5i

@ Déterminer le module et I’'argument des nombres complexes suivants :

a.z=1+1i b.z =-2i c.z=-5
dz=—-V3-i e.z=-2+2i fz=—-1++3
On considere les nombres complexes suivants :
A

e 7z, de module 3 et d’argument %ﬂ 4i

e zp de module 4 et d’argument —% 3i

® 7z~ de module 2 et d’argument 2i

e 7z, de module 1 et d’argument —% 1i

’ T -
¢ 7z de module 3 et d’argument 3 T 5 2 holad 2 3 4

e Z conjugué de zg =i

1) Dans le plan complexe, placer les points —3i
A, B, C, D, E images des nombres
complexes précédents.

2) Déterminer leurs formes algébriques.

Ex 7| Compléter le tableau suivant :

Forme algébrique Forme trigonométrique Forme exponentielle
—4i
e—in
2
Cos (S—n) + isin (S—n)
6 6
3—-iV3

21

3e7"3

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé.

' 1) Lire sur le graphique les affixes des points
A, B, C, D, E et F sous la forme
exponentielle.

2) Exprimer les affixes de ces points sous la
forme algébrique.

3) Ecrire sous forme exponentielle puis placer
sur le graphique les nombres
complexes suivants :

a. zg = Zg b. zy = z4°
c.zg = zp* d.z; =z, X zp

.TT .TT .51
On considére les nombres complexes z; = 3e's, z, = 5e ‘6 et z; = V/3e's
Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous la forme exponentielle.

V4
a. Z1Z; b. i C. le
— ZyZ
d. Z34 €. ZyZ3 f. ;_13

LT
On considére les nombres complexes z, = —i et zg = z,e'2
1) a. Déterminer la forme exponentielle de z, et zg.

b. Déterminer la forme algébrique de zp.
2) Placer leurs images A et B dans le plan complexe.
3) Démontrer que le triangle OAB est équilatéral
4) Déterminer I'affixe z, du point C tel que OBAC ' 0 u
soit un losange

s

i
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QCM 1 (Tiré des sujets de Bac Antilles-Guyane 2017-2018)

1. Sizy=-1+iV3 et z, = e’z alors le quotient (zzl} > vaut :
2
a. —2 b. —V3+i ¢ 2 d. —/3-i
2. Siz, = —1+iV3etz, = e alors le produit Z; X z, vaut :
a. —2 b. 1-iV3 c. el” d —1-iV3

3. On considére le nombre complexe z = 3 —5i .

Le nombre complexe z7 est égal a :

A 3-25i B. (=3 +5i)(+3 - 5i)
C. —28 D. 28

4, Le nombre a est un réel strictement positif.
Le nombre complexe z = a + i ay/3 admet pour forme exponentielle :

L ram

Al e B. aets
= 2

C. 2aes D. 2Zae™

@I QCM 2 (Tiré du bac Métropole 2015)

t
15

1. On considére le nombre complexe 3e~'%. La forme algébrique du nombre complexe z

est:
a —?“‘.'!—"§+%i
b, ¥3_3
C 1‘ij"—ﬁ+§411
d -¥3_3

2. z;=1+iy3 et z, =3 - i. La forme exponentielle du nombre complexe z; = 25 est:

deis
_49_1%
2eiE

4eis

B p FoB

\@’ QCM 3 (Tiré des sujets de divers sujets de bac)
1. Le plan complexe est muni d'un repére (O; i, 7). On considere le point A de coordon-
nées (—4v/2; 4v/2).

Une écriture exponentielle de I'affixe du point A est:

a. 8e T
b. 8elf
c. 4\/§e_i%
d. 4y/2e'7T

2, La forme exponentielle du nombre complexez = —3 +i3v3 est:
a. 3e's

:Il
b, He
an

c. be 3

Im

d. —6e3

3, On considére le complexe z =2 - iVZ.
Le nombre complexe 22 est égal & ;

a. z* =2
b. 22=4
c. z2=-4
d. z*=-4i

QCM 4 (Tiré des sujets de divers sujets de bac)

— i . -
1. On considére le nombre complexe z = 3e'T. Le nombre complexe conjugué
de zest égal a:

o

_ i _ T _ n — Y- ]
a. z=-3e's b. Z=3e'3 c. z=-3e7'3 d. Z=33e7'3

2. Soient 7 et Z; les nombres complexes définis par: Z; = 2ei% et Io= 3e 7. Une forme exponentielle

Z
du quotient 21 est:
Zs
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@l Nombres complexes (Tiré du Bac Antilles-Guyane 2013)
Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormal direct tO, u, v )
On note C I'ensemble des nombres complexes, et i le nombre complexe de module
1 et d’argument ;

1. On considére I'équation (E) d'inconnue z:

(2—i)z=2—-6i.
a. Résoudre dans C I'éguation (E). On notera z; la solution de (E) que I'on
écrira sous forme algébrique.
b. Déterminer la forme exponentielle de z;.
c¢. Soit zz le nombre complexe défini par: zo = e x 7.
Déterminer les formes exponentielle et algébrique de zz.
2. Soit A, B et C les points du plan d'affixes respectives : 2y =2—-2i, zg =-2-2i
et zo = —4i.
a. Placer les points A, B et C dans le plan complexe.
b. Calculer le produit scalaire CA -CB.
¢. Déterminer la nature du triangle ABC.

Eolienne (Tiré du Bac Métropole Septembre 2017)
Dans le plan complexe muni d'une repére or-
thonormé direct {0: u, ?} on représente les
extrémités des pales d'une éolienne par le point
Ade coordonnées (0; 3) et par les points Bet C
d’affixes respectives :

33 3 g

=————lietzo=3e 'F.
ZR 2 7 ZC

1. Soit za Iaffixe du point A.

a. Donner la forme algébrique de z,.

b. Donner la forme exponentielle de
Zp.

2. Déterminer la forme exponentielle de zp.

3. On admet que lorsque 'hélice tourne

b
d'un angle de 3 radians dans le sens di-

rect, les points A, B et C sont transformeés
respectivement en A', B' et C’ tels que :

» A' a pour affixe zy = z4 x e/¥

« B a pour affixe zy = zg x e'T

+ C'apour affixe zp = 2z = el®

Déterminer la forme exponentielle de T
o

Quatre Affirmations (Tiré du Bac Polynésie 2018)

Le plan complexe est muni d*un repére orthonormé direct (0 ; i, 77) .

On note 1 le nombre complexe de module 1 et d"a:gmnfﬂtg .

On considere les points 4, B et C du plan complexe d’affixes respectives 7, . 25 et 2. :

= - =T
T+il2 = .=
e zg = 2073 Z, = —2ie""s

ZA=

Pour chacune des affirmations sufvantes, indiquer 5i elle est vraie ou fousse et justifier la
réponse choisie.

Toute trace de recherche, méme incompléie ou non fructueuse, sera prise en compie dans
Uévaluation.

Line réponse non fustifiée ne rapporte aucun point.

e Affirmation 1 : La forme algébrique de z, est 2 — iy/2 .
+ Affirmation 2 : Un argument de z est% .

+ Affirmation 3 : Les pomnts A, B et C sont sur un méme cercle de centre 0
» Affirmation 4 : 0 est le milien du segment [BC] .

Deux propositions (Tiré du Bac Métropole 2017)

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la
réponse choisie. Toute trace de recherche, méme incompléte ou non fructueuse, sera prise
en compte dans I'évaluation. Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

1. Proposition 1 : Le nombre complexe z de module 4v/3 et dont un argument est % a
pour forme algébrique —2v/3 + 6i.

2. Le plan est muni d'un repére orthonormé direct (O; i, 7). Les points A, B et C ont pour
affixes respectives z, = 2e'7  zp=—1+iv3etzc=z4x z5.

Proposition 2 : Le point C appartient au cercle de centre O et de rayon 4.
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