Chap F3 : Polyndmes de degré 3

m — Définition et Dérivée

Définition 1 : On appelle polyndme du troisieme degré toute fonction f définie sur R de la forme

f(x) =ax3®+ bx?+cx+daveca # 0

Exemple 1 : La fonction f définie sur R par f(x) = 2x3 + 4x? + 5x — 1 est un polynéme de degré 3

Ses coefficientssonta =2,b =4,c=5etd = -1

Définition 2 : On considére f(x) = ax3 + bx? + cx + d un polynéme du troisitme degré avec a # 0

On appelle fonction dérivée de f, la fonction f’ définie par f'(x) = 3ax? + 2bx + c.

Exemple 2 : Calculer la dérivée f' du polynéme du troisiéme degré f(x) = 2x3 + 4x2 + 5x — 1.
f(x) =‘/2>‘3’2+® + 5% —X doncf'(x) =3 %x2x?>+2x4x+5 donc f'(x) = 6x% + 8x + 5.

Remarque : La dérivée d’un polynéme du troisieme degré est un polyndme du second degré

@ — Sens de variation

Théoréme 2 : Soit f(x) = ax3 + bx? + cx + d un polynéme du troisieme degré et I un intervalle. Alors :
e Sipourtoutx del, f'(x) > 0 alors f est croissante sur I.

e Sipourtoutx de I, f'(x) < 0 alors f est décroissante sur I.

Exemple 3 : Déterminer le tableau de variation des polyndmes du troisieme degré suivant :

1) f(x)=x3—6x2+9x+1
On commence par calculer la dérivée f': f'(x) = 3x2 —2 X 6x + 9donc f'(x) = 3x%2 —12x + 9
La dérivée est un polyndme du second degré dont les coefficients sonta =3 ;b = —-12;c =09.
Pour déterminer son signe, on commence par chercher ses racines.

A= b%? —4ac = (—12)> —4x3 X9 = 144 — 108 = 36 > 0 donc f' admet deux racines :

_ =b—VA _ —(-12)—V36 _ 12-6
T 2a  2x3 6

=3

X —b+VA _ —(-12)+V36 _ 12+6 _ 18
L = = ——
2a

6
=-=1letx, =
6 2x3 6 6

La fonction f' est toujours du signe de a qui est positif, sauf entre ses racines.

x | —oo 1 3 +o0 T
(%) + 0 — 0 +

o N

f)=12-6%x12+9%x1+1=1-6+9+1=5
fB)=33-6x3249x3+1=27-54+27+1=1
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2) f(x)=x3—-3x2+3x+2

3)

On commence par calculer la dérivée f': f'(x) = 3x? —2x3x+3Xx1=3x%2—-6x+3

La dérivée est un polyndme du second degré dont les coefficients sonta = 3;b = —6;c = 3

Pour déterminer son signe, on commence par chercher ses racines.

A= b%? — 4ac = (—6)2 —4 x 3 x3 =36 —36 =0donc f’' n"admet une racine x, = —:—a=%= 1

La fonction f’ est toujours du signe de a qui est positif.

X —00 1 Eee) T

f'(x) + 0 +

f(x) //

f()=13-3%x12+3%x1+2=1-3+3+2=3

N

fx)=-2x3+x%>-x—1

On commence par calculer la dérivée f': f'(x) = (=2) X 3x? +2x — 7 = —6x% + 2x — 1

La dérivée est un polyndme du second degré dont les coefficients sonta = —6;b =2 ;c = —1.

Pour déterminer son signe, on commence par chercher ses racines.

A= b%? — 4ac = (2)> —4 x (—6) x (—1) = —20 < 0 donc f' n’admet pas de racines.

La fonction f' est toujours du signe de a qui est négatif.

b —0o +o0 \T

f'() - .

\ 3

) \ \
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Polyndmes de degré 3 - Fiche d’exercices

@ Dériver les fonctions suivantes :
f)=x3+x*+2x+1

f(x) =3x3+7x* - 10

f(x) = —x3 —2x* + 5x

f(x) =%x3 —%xz +x—1

e. f(x)= %x?’ —ixz +0,5

a 0o oTow

[Ex 2] On considere la fonction f définie sur R par f(x) = —x3 + 6x% — 9x + 1.

On a tracé ci-dessous sa courbe représentative.

_4 s

1) Déterminer graphiquement le tableau de variation de la fonction f.
2) Calculer la dérivée f' de f.
3) Retrouver par le calcul le tableau de variation de la fonction f.

@ A I'aide de la dérivée f' de f, déterminer le tableau de variation de la
fonction f, puis tracer dans un repere I'allure de la courbe f

a. f(x)=§x3—5x2+8x

b. g(x)=2x3+%x2+x

c. h(x):§x3+x2+x—1

d. k(x) = —§x3 +2,5x% —4x + 1

(Boite sans couvercle)

La problématique de I'exercice est la suivante :

A l'aide d’un simple feuille A4, comment construire une boite sans couvercle
(voir Figure 1) de volume maximale ?

Le patron d’une telle boite est obtenue en découpant 4 coins de méme dimension
sur la feuille A4 (voir Figure 2). En fonction de la taille x du coin découpé on
obtiendra une boite de volume différente.

Figure 1 Figure 2

1) Onnote V(x) le volume de la boite obtenue en découpant un coin de x cm.

a. Calculer V(1) et V(5).

b. Quel est I'ensemble de définition de la fonction V' ?

c. Exprimer V(x) en fonction de x puis montrer que

V(x) = 4x* — 101,4x* + 623,7x

2) Etude de la fonction V

a. Calculer V'(x)

b. Réaliser le tableau de variation de la fonction V.

c. Répondre a la problématique.
3) On atracé ci-dessous la courbe de la fonction V/.

a. Vérifier la réponse précédente.

b. Est-il possible de construire une boite d’exactement 1L ?

1200 @
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400
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[Ex5] Production d’acier (Tiré du bac Antilles Guyane Septembre 2014)

On s'intéresse a la production d’acier par un fabricant donné. La production journaliére
varie entre 0 et 18 tonnes d'acier.

Partie A : lecture graphique

La fonction C représentée graphiquement ci-dessous donne le coiit total de production
en eurns en fonction du nombre de tonnes d'acier produites par jour.

Colt en €
2500 +

2000

300

Nombre de tonnes d'acier produites par jour
0 : t 1 I t 1 I t i

0 2 ! it & 10 12 14 16 13

ATaide de cette courbe, répondre aux questions suivantes avec la précision permise par
le graphique :

1. Quel est le cofit total de production pour 12 tonnes d’acier produites par jour?

2. Combien de tonnes d’acier sont produites par jour pour un coit total de production

de 1600 €7

Partie B : étude du bénéfice

La fonction coidt de la partie précédente est la fonction définie sur l'intervalle [0; 18] par:

Clx) = x* — 24x" +217x + 200.
On suppose que, chague jour, tout I'acier est vendu, au prix de 100 € la tonne.
1. a. Calculer la recette, en euros, réalisée pour la vente de 12 tonnes d’acier.

b. On appelle R(x) la recette, en euros, réalisée pour la vente de x tonnes d'acier.
Déterminer 'expression de R({x) en fonction de x.

c. On appelle B(x) le bénéfice (éventuellement négatif), en euros, réalisé pour la
vente de x tonnes d'acier. Justifier que B(x) = —x* + 24x% — 117x - 200.

2.  a. Déterminer une expression B'(x) de la fonction dérivée de B sur l'intervalle
[0; 18].
b. Justifier le tableau de signes de B'(x) suivant :
X 0 3 13 18
Signe de B'(x) - 0 + 0 -
c. En déduire le tableau de variations complet de la fonction B.
3. Ona préparé une fenille de caleul ol
figure le bénéfice total (en euros), en
fonction de la quantité d'acier pro-
duite par jour.
a. Proposer une formule a sai-
sir dans la cellule B2 permet-
tant, par recopie vers le bas, de A B C D
compléter les cellules de B3 & 1 Tonnes | Recette Cot Bénéfice
B20. d'acier total en
b. Proposer de méme une for- Ll =
i e - 2 0 0 200 —200
mule & saisir dans la cellule D2,

. 3 1 100 394 —294
permettant, par recopie vers le - - - —
bas, de compléter les cellules ; z %UU 54b _‘:1"4‘-"
de D3 2 D20. 2 00 | 662 f a6

. ) B 3 300 748 348
4. lUtiliser les résultats figurant dans la - = =00 B0 310
feu1|1|? de :'allcul pour répondre aux 8 3 00 Tl T
questions suivantes : 9 = =00 386 =TT
a. Quelles sont les productions, 10 B 500 912 —112
en nombres entiers de tonnes, 11 9 900 938 —38
permettant au fabricant de | 19 10 1000 970 a0
faire du profit? 13| 1 1100 | 1012 | 86
b. Quelle est la guantité, en 14 12 1200 1076 124
nombre entier de tonnes, 15 13 1300 1162 138
qui assure un bénéfice total 16 14 1400 1278 122
maximal ? 17 15 1500 1430 70
5. Répondre par « Vrai» ou par « Faux» | 18 16 1 600 1624 —24
aux affirmations suivantes, en justi- 19 17 1700 1 866 — 166
fiant votre choix : 20 18 1800 2162 —362

a. Plus la production d'acier est
grande, plus le bénéfice est
grand.

b. Si la production est doublée,
le bénéfice total est également
doublé.
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Production de tissu (Tiré du bac Métropole 2017)

Une entreprise produit et vend un fissu en cofon de forme rectangulaire de 1 métre de large ; on
note x sa longueur exprimée en kilomédre, x &tant un nombre compris entre 0 et 10.
Le coit total de production en euro de ce fissu est donng, en fonction de x, par:
Clx) = 15x% - 120x* + 350x + 1 000
La courbe de la fonction € est représentée sur le graphigue ci-dessous.

Colt total de production {en eura)

0 1 2 3 4 5 & T & [ 10
Longueur {en km)

Partie A : Etude du colit total

1. Deéterminer le montant des colts fixes.
2. a) Determiner, par leciure graphique, le monfant du codt total lorsque I'entreprise produit
G km de tissu.
b} Deéterminer par un calcul sa valeur exacte.
3. Deéterminer graphiguement la langueur, arrondie au kilométre, de tissu produit lorsque le cout
tolal s'éléve 2 5 500 £

Partie B : Etude du bénéfice

Le cowrs du marche offre un prix de 530 £ le kilometre de fissu fabrique par lentreprise.
Pouwr tout x € [0; 10], on note Rix) la recette et B(x) le bénéfice générés par la producion et la
vente de x kilométres de tissu par 'entreprise.

Exprimer R(x) en fonction de x.

Mantrer que pour tout xe[0; 10], B{x) = —15x~ + 120x* + 180x — 1 000.

Déterminer B'(x) pour x=[0; 10] od B’ désigne la fonclion dérivée de B.

Etudier le signe de B'{x) ot en déduire les variations de la fonclion B sur [0; 10].

a) Pour guelle longueur de fissu produit et vendu l'entreprise realise-t-elle un benafice
maximal 7

b} Donner alors la valeur de ce bénéfice maximal.

ookopa by

Fabrication ordinateurs (Tiré du bac Polynésie 2015)
Une enfrepnise, qui fabnque et vend des ordinateurs sur commande, modelise le bénefice en
ewros pour ¥ ordinateurs fabrigues ef vendus en une jownés, par la fonchon :
flx) = x? —60x® + 900x — 500
Lentrepnze ne powvant construme plus de 30 ordinatewrs par jour, oo awra 0 = x = 30.
1. a.Calculer le benafice pour 4 pais pour 10 ordmateurs.
b. Caleuler ['{x), on [ desizme la fonction devee da
©. Dresser, apres avow efudie le igme de ', le tablean de vanaton de f

d. En dedwre combien d’ordinatewrs ' enfreprse dort fabriquer et vendre chague jour
pour avedr un benefice maximal Dhonner ce benefice.

1. La cowrbe C donnée ci-dessous représente 1'évelution du beénefice en fonction du
nombre d’ordinatenrs fabngues et vendus en une jowmes survant le modele chois par
I'entrepnize.

gbenglice en €

m e

3000 Ty

800 m—

a. Par lecture graphique, determiner combren | entrepnize doit fabriquer et vendre
d'ordinateurs en une jomneée =1 elle veut un bénéfice d'an mems 2500 €.
b. Une grande surface veut acheter des ordmatewrs. Elle propose au choix dews confrats
a cette entreprise
- contrat A : acheter 30 ordinatewrs a fabriquer en dix jours ;
- contrat B : acheter 100 ordinatewrs a fabnquer en cing jours.

Chiel contrat | entrepnize a-t-elle intérét 3 chowswr 7 (Justfier votre réponse).
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Coques téléphones mobiles (Tiré du bac Polynésie 2014)

Un entreprensur lance sur le marche de nouvelles cogues haut de gamme pour les taléphones
mobiles

Sur le maphigue donné en annexe X page § sont tracées les cowrbes reprézentant les recettes (en
trant plein} et les cottts (en pomlles), en foncton du nombre de produits fabriques exprims en
centames d umitas.

On admet que la fabrication est compnse enfre 0 et 700 nmtes.

Las mcettes ot los cotfs sont expnimes en mmlhers d'suros.

Partie A lecture graphique

Fépondre aux queshions survantes en vous aidant du graphique de U'annexe I page §.

1. Combien faut-1l fabriquer de produts pour avor une recette égale 3 140 000 enros 7

-

Combien de prodmts doit-on fabrniguer pour obtenir un bénefice positif ou ol 7

Partie B etude du benefice

On modsh=a -

[ &)

las recettes par la fonction R défime sur [0; 7] par R(x) = -2x" + 4,52 + 62x,
les cotits par 1a fonetion C' défime sur [0 ;7]parC(x)=20x +10.

Calculer la recette of le cot pouwr 300 prodmts fabngues.
En déduwe le bénefice comrespondant.

On note B la fonchon banefice.
Donner l'expression de Bf x } sur 'imtervalla[0; 7].

Veérifier que B'(x)=—6x" +9r+42 o B’ désizne la fonction dérvée de la fonction B,
Etndier le signe de B x ). Donner la tablean de vanatons de 5.

En dédure 1a valeur du bénefice maximal ainsi que le nombre de prodwnts a fabrquer pour
lobtenr,

200+ Recettes

.4
~
!
-
LR
o 4
——
-
l-

Brosse a dents connectées (Tiré du bac Métropole Septembre 2017)
Pour chacune des affimations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse en justifiant la
réponse.

Il est attribué un point par réponse exacte correctement justifiée.

Line réponse non justifiée n'est pas prise en compte.

Line entreprize fabrigue et vend des brosses & dents connectées. On modélise le bénéfice en
euro pour x centaines de brosses a dents fabriguées et vendues par semaine par la fonction B

définie sur [0;9] par : B(x) = 40x®* —561x¥ +1917x — 200. La courbe représentative du
bénéfice hebdomadaire est donnée en annexe 2.

Affirmation 1 : Fabriquer et vendre 600 brosses a dents connectées par semaine est rentable
pour I'entreprise.

Affirmation 2 : La fonction B, dérivée de la fonction B, est définie pour tout x = [0 9] par
B'lx)=120x%—1122x+1917.

Affirmation 3 : La fonction 87, dérivée de la foncfion B, s'annule troiz fois dans lntervalle
[o: 9]

Affirmation 4 : Le bénéfice hebdomadaire maximum est réalisé pour 224 brosses a dents
fabriquées et vendues.
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Pieéces métalliques (Tiré du bac Pondichery 2017)
Une entreprise fabrique chague jour des piéces métalliques pour l'industrie automobile. La
production quotidienne varie entre 0 et 25 pigces,

Partie A : Lectures graphiques

Alaide du graphique donné ci-dessous, répendre aux questions suivantes :
1. Quel est le montant des charges pour 5 piéces produites par jour 7
2. Combien de piéces sont produites par jour pour un montant des charges de 2000 euros ?
3. Quelles quantités produites par jour permettent i l'entreprise de realiser un bénéfice 7
2000 ‘o
E‘Mﬂ 1 1 1 loal ! L L 1 .;"' L

100D S
0n e

i
P

2 & 4 5 & 7 B % 10 11 12 15 14 135 16 17 18 1f M N 2 B M4 3r
Momshra de pléces par jour

Partie B : Etude du bénéfice

Le montant des charges correspondant a la fabrication de x piéces, exprimé en euros, est
modélizé par la fonction C definie sur I'intervalle [0; 25] par:
£ix) = x* — 30x + 400x + 100,
On suppose que Uentreprise vend chague jour sa production journalidre. Chague piece est
vendue au prix de 247 euros.
1. On note B la fonction bénéfice, exprimée en eurcs. Justifier gue l'expression de B{x) sur
Iintervalle [0; 25] est: B(x) = —x® + 30x® — 153x — 100,
2. Onnote B'la fonetion dérivée de la fonction B.
Calculer B'(x), pour tout nombre réel ¥ appartenant 3 I'intervalle [0; 25].
3. Justifier le tableaw subvant :

¥ 1] 3 L7 a5

Slgnae da B'(x) |;'.| + [

4. En déduire le tableau de variatons complet de la fonction B sur lintervalle [0; 25].
. Déterminer le nombre de piéces que I'entreprise doit produire chague jour pour que le
bénéfice réalisé soit maximal, Que vaut alors ce bénéfice maxdmal 7

Partie C : Colit moyen

On appelle cout moyen la fonction £y définie sur l'intervalle ]0; 25] par £y (x} = C—Eﬂ
1. Calculer Cy(16) et Cy{17). On arrondire au centime denro.
2. On donne le tablean de variations de la foncton Cyy -

181,04

L'affirmation suivante est-elle vraie 7 « Lorsgue [e benéfice de l'entreprize augmente, le colit moyen
diminue » Justifier la réponse.
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