Analyse

Maths complémentaires

Fonctions — Limites & Continuité

Fiche A2.2 : Calcul de limites

@ — Limites des fonctions de références

Fonction constante

f(x) =k (ou k est un réel)

e

lim f(x) =k

X—+o00

lim f(x) =k
X——00
Fonction cube

f(x) =x3

lim f(x) =+

X—+00

lim f(x) = -

X——00

Fonction valeur absolue

f (x)ﬂ= |x|

lim f(x) =+

xX—+00

lim f(x) =+
X——00

Fonction identité

fx) =x

lim f(x) = +oo
X—400
lim f(x)=—o
X——00

Fonction racine carré

fx) =Vx

lim f(x) = +o0

X—+o00
limf(x) =0
x—0
Fonction exponentielle

f (x)ﬂ= e*

lim f(x) = +o0

xX—+00

lim f(x)=0%
xX——00

Fonction carré

f(x) = x?

lim f(x) =400
X—+00

lim f(x) = +oo

Fonction inverse

fG) ==

lirp f(x)=0" lim f(x)=0"

X—+o00 X—>—00

lm f(x) = +oo lim f(x) = —oo
Fonction trigonométrique
f(x) = cos(x) ou sin(x)

e

sin(x)

XXX

Pas de limites en + o
Pas de limites en — o

Remarque : Plus généralement les fonctions puissances f(x) = x™ ont mémes limites que :

e La fonction carré si n est pair.

e La fonction cube si n est impair.
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@ — Opérations sur les limites

® Pour calculer la limite d’une fonction complexe on utilise les mémes régles opératoires que pour les suites :

Elles sont rappellées dans les tableaux suivants et s’appliquent pour les limites en +00, —co ouena € R.

Limite d’'une somme Limite d’un produit Limite d’un quotient

o

¢ r H""‘- 4 .
‘Tﬁ“‘ . réel | oo | —oc \E\__E zéro | réel non nul | oo i \i\ zéro” | réel non nul | oc

rie] I+ | +o0 | —oo ZETD ] i} F.L zZéro F.L. ] ]
+o0 +oo | +oc | F.L réel non mal ] L=l oo | réel non mal | ool '— a
—0o —oc | F.I | —cc 20 Fl oo ! oo ! o0 oo a0l F.I

Let2 poyr déterminer le signe de o on utilise la régle des signes.
F.l. : Forme indéterminée. On doit transformer I'expression, souvent via une factorisation, pour « lever I'indetermination »

Exemple 1 : Déterminer les limites suivantes :

e lim (l+ 3) ="0t"+"3"=3"% e lim (x3+x)="—00"4+"—00" = -0
X—+00 \X X—>—=00
e lim (x —2) x 2= "(=2)t" X" — 0" =400 e lim x°(1—x%) ="—00"X"— 00" =+
x-07t X xX——00
im & =9 _ o+ im - = L —
* m T T =0 ¢S S e =t
elim 2x3+4x?2+6x—1="—00"+"+ 00" +"— 00" —1".Cestune F.].
X——00
On factorise par 2x3 : lim 2x3 +4x%2 + 6x — 1= lim 2x3( 1 + + —2 —% ="—o00"X"l" = —
X—>—00 X——00 2x0 X
2_ wAn
olim*=—= %.C’est une F. 1.
x—-1 x—1 0
On factorise I'identité remarquable : m A=t = im &2 iy +1="1"+"1" =2
x-1 x-1 x-1 x—1 x>1

Propriété 1 (Fonctions composés) : Soient f et u deux fonctions et a un nombre réel ou Foo.

Silimu(x) = letlim f(X) = L alors lim f(u(x)) =L
x—a X-l x—a

Exemple 2 : Déterminer les limites suivantes :

e lim el ™ :lorsquex »> +oonal —x > —o et lorsque X - —o onaeX - 0. Donc lim el™* = 0.
X—+00 X—400

e lim (2—3x)*:Six > 40,2 —3x > —wetsiX > —o0, X* > +00. Donc Jim (2 — 3x)* = +oo.
X—>+00

@ — Théoremes de comparaison

® les théorémes de comparaison énoncés pour les suites fonctionnent aussi pour les fonctions et

s’appliguent pour les limites en +c0, —o ouen a € R. T
Exemple 3 : Déterminer la limite de la fonction f(x) = Y o oo T
fix) 1
. . ) - 1 1
Pour tout réel x, ona —1 < sinx < 1, d’ou en divisant par x > 0, - flx) < < .
-k

.1 . 1 . o .
Or, lim == lim —== 0.D’aprés le théoréme des gendarmes lim f(x) =0
xX—+oco X xX—+co X X—+00
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