Analyse Maths complémentaires Fonctions — Primitives & E-D

Fiche A5.1 : Primitives

@ — La notion de Primitive

Définition 1 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit qu’une fonction F est une primitive de f

sur I, si F est dérivable sur I et que la dérivée de F estégalea f : F' = f

L e f e a pour dérivée i
Remarque : La recherche de primitive est donc « I'opération inverse » de la dérivation. -
a pour primitive

Exemple 1 :
e Si f(x) = 3x? alors la fonction F(x) = x3 est une primitive de f.

e La fonction F(x) = ﬁ&aﬁ — x est une primitive de la fonction logarithme népérien f(x) = Inx :

u v
En effet, F'(x) = iXﬁ&—i_ i Xx—1 =In(x) +1—-1=In(x) = f(x).

ur 1 - u
vI

Propriété 1 : Si f admet une primitive F sur I alors 'ensemble des primitives de f sur I est constitué des

fonctions de la forme x = F(x) + C ou C est une constante réelle.

Remargque : Toutes les fonctions de la forme x — F(x) + C admettent la fonction f comme dérivée car la
dérivée d’une constante est nulle. Réciproquement si une fonction est une primitive de la fonction f alors
elle s’ecrira forcément sous la forme F(x) + C.

Exemple 2 :

e La fonction F(x) = x3 + 1 est aussi une primitive de la fonction f(x) = 3x?

e ['ensemble des primitives de la fonction logarithme népérien est constitué des

fonctions sous la forme (voir figure ci-contre) :

F(x) =xInx—x+ CavecC € R

Propriété 2 : Soit f une fonction admettant des primitives F sur I alors pour tous nombres réels x; et y,,

il existe une unique primitive F de f sur I vérifiant la condition F (x,) = y,.

Exemple 3 :

e La fonction F(x) = x3 est I'unique primitive de f(x) = 3x? qui s’annule en 0 (tel que F(0) = 0)
e Cherchons la primitive de la fonction logarithme népérien qui s’annule en 1 (tel que F(1) = 0)
Les primitives de la fonction f(x) = Inx sont de laforme F(x) = xInx —x + Cou C € R.
SiF(1) =0alors1xIn1—-14+C=0dou —-1+C=0douC =1.

Ainsi 'unique primitive de f qui s’annule en 1 est la fonction F(x) = xInx — x + 1.

Propriété 3 : Soit f une fonction continue sur I alors f admet des primitives sur I.

Remarque : Les fonctions usuelles admettent donc des primitives dont nous donnerons les formules dans

le paragraphe suivant. La plupart s’obtiennent par lecture inverse du tableau des dérivées usuelles.
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E — Primitives des fonctions usuelles
Fonction f Primitives F de f Intervalle 1
fx)=a F(x)=ax+C R
fx) =x F(x)=%x2+C R
Flx) = x? Fx) =3x3+C R
f(x)=i F(x)=Inx+C 10; + o[
f(x)=% F(x)=—§+C ] — 00;0[ ou ]0; +o0]
flx) = x" -— Sin>-1:R
ol n entier,n # —1 F(x)—n+1x + Sin< —1:]—00;0[ ou]0; +oo[
flx) =x F(x) =2x24¢ [0; +oo[
f(x) =e* F(x)=e*+C R
f(x) =Inx F(x)=xInx—x+C 10; +oo
E — Primitives et opérations

Propriété 3 : Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, et k une constante réelle.

® Si F est une primitive de f sur I, alors kF est une primitive de kf sur I.

® Si F est une primitive de f et G une primitive de g sur I, alors F + G est une primitive de f + g sur I.

Soit u une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

Fonction f Primitives F de f sur I Conditions particuliéres
\ f=-u’u" F= 1 Ut 1 u(x) # 0surl
oun entier,n # —1 n+1 lorsquen < —1
f:il F(x) =In(w) +C u(x) > 0surl
u
flx) =u'e® F(x) =e*+C Aucune
_ F(x) =+Vu u(x) > 0surl
f@) =55 @)

Exemple 4 : Déterminer 'ensemble des primitives de chacune des fonctions suivantes

of(x)=x2+ex:F(x)=§x3+ex+C

of(x)=2x2—4x:F(x)=2x§x3—4x%x2+C=§x3—2x2+C

Of(x)=3><(3x+5)2:f=u’u”avecu=3x+5;u’=3etn=2d’oUF(x)=§(3x+5)3+C

of(x)=ﬂ:f=u:avecu=2x2+3x+1>O;u’=4x+3d'ot|F(x)=ln(2x2+3x+5)+C

2x2+43x+5

o f(x) =2xe* l:f =ue¥avecu =x2—1;u =2x ol F(x) =e* 1+

5 , lexz 2 /
®f(x)= e (Onposeu = 2x + 6doncu’ =2.f(x) = 2x2+6 = vy donc f = 2.5 X u;
OnadoncF = 25Inudou F(x) = 2.5In(2x + 6)
ef(x)=e"2:f(x) = —% X (=2) x e"**donc f = —% X u'e% avecu = —2x d’ou F(x) = —%e‘zx +C
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