
Probabilités Maths complémentaires Lois continues 

 1  – Définition d’une loi à densité 

● Nous avons vu les variables aléatoires discrètes dont les valeurs possibles sont des nombres entiers. 

● Nous allons étudier ici des variables aléatoires continues, dont l’ensemble des valeurs possibles est 

donnée par un intervalle. On dit que ces variables suivent une loi à densité lorsque l’on utilise une fonction, 

appelée densité de probabilité, pour calculer les probabilités des évènements liées à cette variable aléatoire. 

Définition 1 : Soit 𝑓 une fonction définie sur ℝ et 𝐼 un intervalle.  

On dit que 𝑓 est une densité de probabilité de support 𝐼 si : 

● La fonction 𝑓 est continue et positive sur 𝐼 et nulle en dehors de 𝐼 

● L’aire sous la courbe de 𝑓 est égale 1 : ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡 = 1
 

𝐼
 

Exemple 1 : Voici quelques exemples de densité de probabilité. 

● La fonction 𝑓 constante égale à 1 sur l’intervalle [0; 1] et nulle ailleurs. 

● La fonction 𝑔(𝑥) = 2𝑥 sur l’intervalle [0; 1] et nulle ailleurs. 

● La fonction ℎ(𝑥) = 𝑒−𝑥 sur l’intervalle [0; +∞[ et nulle ailleurs. 

Définition 2 : Soit 𝑋 une variable aléatoire continue à valeurs dans un intervalle 𝐼.  

Soit 𝑓 une densité de probabilité de support 𝐼. On dit que 𝑋 a pour densité 𝑓 si, 

pour tout réel 𝑎 et 𝑏 tel que [𝑎; 𝑏] est inclus dans 𝐼 on a : 

                                                𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑏

𝑎
  

Exemple 2 : Si 𝑋 a pour densité la fonction 𝑓 de l’exemple 1 :  

𝑃(0.4 ≤ 𝑋 ≤ 0.6) = ∫ 1 𝑑𝑡
0.6

0.4
= [𝑡]0.4

0.6 = 0.6 − 0.4 = 0.2   

Remarque : Si 𝑋 est une variable à densité, alors pour tout nombre réel 𝑘, 𝑃(𝑋 = 𝑘) = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑘

𝑘
= 0. 

Ainsi, la nature du signe d’inégalité « ≤ » ou « < » n’a pas d’importance : 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑎 < 𝑋 < 𝑏). 

Définition 3 : Soit 𝑋 une variable aléatoire de densité 𝑓. On a appelle fonction de répartition de 𝑋,  

la fonction 𝐹 définie sur ℝ, par 𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
𝑥

−∞
 

 

Propriété 1 : Soit 𝑋 une variable aléatoire de densité 𝑓 et de fonction de répartition 𝐹. On a alors : 

● 𝐹 est une primitive de 𝑓 : 𝐹 est dérivable sur ℝ et on a 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥).  

● Pour tout réel 𝑎 et 𝑏, 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑏) − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

● Si 𝐼 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡(𝑓), alors 𝐹(𝑥) = 0 si 𝑥 ≤ min (𝐼) et 𝐹(𝑥) = 1 si 𝑥 ≥ max (𝐼). 

Exemple 3 : La fonction de répartition de la variable 𝑋 de l’exemple 2 est : 

𝐹(𝑥) = 0 sur ] − ∞; 0] ; 𝐹(𝑥) = 𝑥 sur [0; 1] ; 𝐹(𝑥) = 1 sur [1; ∞[   
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 2  – Paramètres d’une loi à densité 

Rappel : Pour une variable aléatoire discrète 𝑋 les paramètres sont donnés par les formules suivantes : 

● L’espérance : 𝐸(𝑋) = 𝑥1𝑝1 + ⋯ + 𝑥𝑛𝑝𝑛 = ∑ 𝑥𝑖𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1  

● La variance : 𝑉(𝑋) = (𝑥1 − 𝐸(𝑋))²𝑝1 + ⋯ + (𝑥𝑛 − 𝐸(𝑋))²𝑝𝑛 = ∑ (𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋))²𝑝𝑖
𝑛
𝑖=1  

Pour les variables continues à densité, on remplace dans les formules la somme ∑ par une intégrale ∫  : 

Propriété 2 : Soit 𝑋 une variable aléatoire de densité 𝑓 et 𝐼 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡(𝑓). L’espérance de 𝑋 est le nombre 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑡 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
 

𝐼

 

Remarque : L’espérance de 𝑋 s’interprète toujours comme la valeur moyenne (théorique) des valeurs prises 

par la variable 𝑋, sur un nombre infini d’observations. 

Exemple 4 : Si 𝑋 a pour densité la fonction 𝑓 constante égale à 1 de support 𝐼 = [0; 1] 

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑡. 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
1

0
= ∫ 𝑡 𝑑𝑡

1

0
= [

1

2
𝑡²]

0

1

= 0.5 × 12 − 0.5 × 02 =
1

2
  

Propriété 3 : Soit 𝑋 une variable aléatoire de densité 𝑓 et 𝐼 = 𝑠𝑢𝑝𝑝𝑜𝑟𝑡(𝑓). La variance de 𝑋 est le nombre 

𝑉(𝑋) = ∫ [𝑡 − 𝐸(𝑋)]2 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
 

𝐼

 

Remarque : La variance de 𝑋 est un paramètre qui mesure comment les valeurs de la variables oscillent 

autour de la moyenne théorique. Plus la variance est grande, plus les écarts avec la moyenne seront 

important. En pratique, pour des raisons mathématiques et pour garder une cohérence dans les unités,  

on utilise plutôt l’écart-type qui est définie à partir de la variance par la formule : 

𝜎(𝑋) = √𝑉𝑎𝑟(𝑋) 

Exemple 5 : Si 𝑋 a pour densité la fonction 𝑓 constante égale à 1 de support 𝐼 = [0; 1] 

𝑉(𝑋) = ∫ (𝑡 − 0.5)². 𝑓(𝑡) 𝑑𝑡
1

0
= ∫ (𝑡2 − 𝑡 + 0.5) . 𝑑𝑡

1

0
= [

1

3
𝑡3 −

1

2
𝑡2 +

1

4
𝑡]

0

1

=
1

3
−

1

2
+

1

4
=

1

12
  

𝜎(𝑋) = √
1

12
=

1

2√3
≈ 0.288 
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