Probabilités Maths complémentaires Lois continues

Fiche P2.3 : Loi Exponentielle

@ — Densité et Fonction de Répartition

Définition 1 : Soit A > 0 un nombre réel. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de
parameétre A et on note X ~ £(A) si X admet pour densité la fonction f définie par :

f(t) = e sur [0; +oo[ et £(t) = 0 sur ] — oo; 0]

Exemple 1:SiX ~ £(1) alors X admet pour densité la fonction f(t) = et

Propriété 1 : Si X suit la loi exponentielle E(4) :

e La fonction de répartition de X est la fonction :

0 Six<0
F(x)_{l—e‘l" six>0

® Pour tous nombres réelscetd de [ telsquec < d,ona:

Plc<X<d)=e*_egM

0 c d

Exemple 2 : La durée de vie, en heures, d’'un composant électronique est une variable aléatoire T qui suit

une loi exponentielle de parametre A = 0,00005. Déterminer la probabilité que ce composant tombe en
panne avant 10 000 A, apres 15 000 h, puis entre 10 000 h et 15 000 h de fonctionnement
e P(T <10000) =1 — ¢~000005x10000 — 9 _ =05 ~ 0 4

o P(T 215000) = 1 — P(T < 15000) = 1 — (1 — g~000005x15000) = ¢=075 ~ ( 47

e P(10 000 < T < 15 000) = ¢~0.00005x10000 _ £=0.00005x15000 = (53 — 0.4 = (.13

@ — Propriétés et parameétres de la loi exponentielle

Propriété 2 : Si X ~ E(A) alors pour tous réels positif s et t,ona Py (X >t +s) = P(X > s)

Remarque : Cette propriété énonce le fait que la loi exponentielle est une « loi sans mémoire », comme la
loi géométrique. Ainsi la loi exponentielle est souvent utilisé pour modéliser la durée de vie d’un phénomene
sans sans vieillissement, ou sans usure : En d’autres termes, le fait que le phénoméne ait duré pendant un
temps t ne change rien a son espérance de vie a partir de ce temps-la.

Exemple 3 : L'ampoule a déja fonctionné 5000 h, quelle est la probabilité qu’elle « vive » plusde 20 000 A ?
Prs5000(T > 20 000) = Prss00(T > 5000 + 15 000) = P(T > 15 000) = %75 ~ 0.47

Propriété 3:SiSi X ~ E(A) alors E(X) = % etV(X) = %

Exemple 4 : Déterminer la durée de vie moyenne du composant électronique de I'exemple précédent.

1
0.00005

E(T) = = 20 000. La durée de vie moyenne du composant sera de 20 000 h.
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